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Resume. — La definition de la categorie des arbres elagues, dont les objets sont des 
arbres planaires a n-niveaux avec toutes les feuilles au niveau superieur, a ete degagee 
dans les travaux de M. Batanin, en partie pour comprendre la structure cellulaire de 
certaines i? n -opcrades en termes categoriques. Le but de cet article est de montrcr 
que la version enrichie en k-modules de la categorie des arbres elagues est de Koszul. 
Ce resultat nous donne un modele differcnticl gradue minimal de cette categorie, 
des petits complexes pour calculer des foncteurs Tor et Ext dans les categories de 
diagrammes qui lui sont associes, et permct d'etendrc aux _B n -algebres un resultat de 
M. Livernet et B. Richter sur Interpretation des constructions bar iterees en termes 
de foncteurs Tor categoriques. 

Abstract (Batanin's category of pruned trees is Koszul). — The category of 
pruned trees has been defined by M. Batanin with the aim of understanding the cell 
structure of certain B n -operads in categorical terms. The objects of this category are 
planar trees with n levels so that all leaves are at the top level of the tree. The goal of 
this article is to prove that the category of pruned trees is Koszul. This result gives us 
a minimal differential graded model of this category, small complexes to computing 
Tor and Ext functors in associated categories of diagrams, and allows us to extend 
to E n -algebras a result of M. Livernet and B. Richter about the interpretation of 
iterated bar complexes in terms of categorical Tor functors. 



Introduction 

La categorie ensembliste des arbres elagues a n-niveaux, que l'on notera f^ pl , est 
une sous-categorie de la categorie des arbres Q n qui est definie dans les travaux de 
M. Batanin sur les w-categories faibles [![. Les elements de Cl n representent, dans 
l'idee de des schemas de compositions dans les categories superieures (on renvoie 
egalement aux articles 0, [HI pour des points de vue differents sur cette idee) . La 
categorie f^ p , opposee a Q n , possede aussi une definition purement combinatoire, 



Classification mathematique par sujets (2000). — Primary: 57T30; Secondary: 05C05, 18G15, 
18G55, 18D20, 55P48, 06A11. 

Recherche soutenue en partie par le contrat ANR-06- JCJC-0042 "OBTH" . 



2 



BENOIT FRESSE 



en termes de produits en couronne iteres de la categorie simpliciale, qui est utilisee 
dans |6[ pour montrer qu'une localisation de la categorie des J7° p -espaces definit un 
modele de la categorie des espaces de lacets n-iteres. 

Les objets de fi n sont des arbres planaires a n-niveaux. Les objets de il^ pl sont les 
arbres de fl„ dont toutes les feuilles sont situees au niveau superieur. Les notions de 



code-barres et d'ordre complementaire (17| qui apparaissent dans la definition de 
certaines A n -operades correspondent a differentes representations des objets de 
L'interpretation de ces categories d'objets en termes de categories superieures permet, 
selon M. Batanin , d'obtenir une caracterisation intrinseque du type d'homotopie 
des A„-operades, du moins dans le cadre topologique. 

Les objets de f^ pl interviennent egalement dans le modele de Milgram des espaces 
de lacets iteres 0, |22[ , dans les travaux de Fox et Neuwirth sur la presentation des 
groupes de tresses d'Artin [9}, et dans la definition des complexes bar iteres (Io| . 

On considere dans cet article la version enrichie en k- modules de f2^ pl , pour un an- 
neau de base fixe k. Cette categorie elle-meme peut se regarder comme une categorie 
enrichie en modules differentiels gradues (une dg-categorie) concentree en degree 0. 
Les constructions usuelles de l'algebre differentielle graduee ont une generalisation na- 
turelle dans le cadre des dg-categories. On peut ainsi definir un analogue categorique 
des constructions bar et cobar classiques de l'algebre, puis definir un analogue des 
complexes de Koszul de [23} pour les categories munies d'une graduation en poids, et 
etendre la notion d'algebre de Koszul, telle qu'elle est definie dans (23[, aux categories. 
On notera dg Cat n ^ P i la categorie des dg-categories O qui ont Ob O = Ob f2f pl comme 
ensemble d'objets. 

Le premier objectif de cet article est de montrer que la categorie f2^ pi est de Koszul : 
l'homologie de sa construction bar £?(f^ pl ) se reduit a une cocategorie enrichie en k- 
modules gradues K(nfP l ) dont les elements a £ A'(f^/")(r, er) representent des cycles 
de degre maximal dans le complexe B(f2^")(T, ct), pour tout couple d'objets (r, cr) e 
ObflfP 1 x Obil^ 1 . Ce resultat nous permettra d'obtenir : 

(1) un complexe naturel minimal K (S ', f2^™ , T) pour calculer les foncteurs 

Tor*" (S, T) sur les categories de diagrammes associees a fi^f 1 , ainsi qu'un 
complexe de cochaines naturel minimal C(S, SV^ 1 , T) pour calculer les foncteurs 

Ext*. pl (5,T) ; 

(2) un modele cofibrant minimal de f2^ pl dans dg Cat^ P i , donne par une construc- 
tion cobar B c {K{VL e P 1 )) sur la cocategorie K^p 1 ). 

La construction bar de f2^ pl dans dg Cat^ P i s'identifie en fait au complexe de chaines 
du nerf de la version ensembliste de Le resultat obtenu dans cet article permet 

done de determiner l'homologie du nerf de f2^f*. 

On ne suit pas le plan habituel pour montrer qu'une algebre est de Koszul. On 
definit d'abord une cocategorie A(f^ pl ) de fagon directe que Ton forme avec les k- 
modulcs duaux (decales en degre) des k-modules engendres par les morphismes en- 
semblistes de fijf*. On definit aussi un complexe K(S, fi^ pl , T) de fagon directe, a 
partir de cette cocategorie A(f^ pl ). On demontre, en etendant un argument de [19j, 
que ce complexe satisfait une propriete d'acyclicite, ce qui entraine indirectement que 
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la categorie fijf 1 est de Koszul, et que la cocategorie K{Vl^ % ), duale de J7^ pi dans 
les k-modules, est aussi la cocategorie duale de au sens de la dualite de Koszul 
des categories. On en deduit ensuite que les proprictes ([T|2]) ci-dessus sont satisfaites 
pour cette cocategorie i\ (f^ 1 "), que nous avons defini de fagon directe, et le complexe 
K(S,n^\T) qui lui est associe. 

Cette article comprend une section preliminaire pour fixer le cadre de nos construc- 
tions, deux parties principales 1-2, et une section de conclusion. 

La section preliminaire servira principalement a preciser nos conventions de base 
sur les modules differentiels gradues. 

La Partie 1 est consacree a la demonstration de la propriete de Koszul et aux 
applications du point ((lj. La definition de la categorie des arbres elagues f2^ pl est 
rappelee au debut de cette partie. On introduit ensuite la cocategorie K{Q,^ 1 ), puis 
les complexes a coefficients K(S,£lfP l ,T), avant de prouver les resultats annonces. 

Pour cette partie du travail, on n'aura besoin que des notions de base de l'algebre 
homologique - complexes, foncteurs Tor, suites spectrales - dans le cadre additif des 
categories de f2^™-diagrammes. Cependant, pour des raisons de coherence avec la 
suite de Particle, on utilisera la terminologie d'equivalence faible - issue du langage 
des categories modeles - pour designer tout morphisme d'objets differentiels gradues 
induisant un isomorphisme en homologie. En outre, on parlera de modules differentiels 
gradues (dg-modules en abrege) pour designer les objets de notre categorie de base 
plutot que de complexes de chaines. En fait, on reservera la terminologie de complexe 
a certaines constructions specifiques sur les modules differentiels gradues. On renvoie 
le lecteur a la section preliminaire pour un expose rapide de nos conventions. 

La Partie 2 est consacree a la definition du modele cofibrant de que Ton a 

annoncee en ([5]), et aux applications de ce modele pour la definition d'une bonne 
categorie de ri^-diagrammes homotopiques. On commencera cette partie par une 
section d'introduction exposant, dans le cadre conceptuel de l'algebre homotopique, 
les applications des constructions de l'algebre differentielle graduee aux dg-categories. 

Le but initial de ce travail etait d'etendre aux E^-algebres un resultat de M. Liv- 
ernet et B. Richter sur l'interpretation des constructions bar iterees en termes de 
foncteurs Tor-categoriques (l9j |. Ces applications seront abordees dans la section de 
conclusion de cet article. 

Remerciements. — Je remercie Muriel Livernet pour une serie de discussions qui 
sont a l'origine de ce travail. Je la remercie aussi, ainsi que Bernhard Keller et Eric 
Hoffbeck, pour des remarques et questions sur la version preliminaire du manuscrit 
qui m'ont permis d'ameliorer la presentation de certaines constructions. 

Cadre general 

Pour commencer, on reprend la definition de la categorie des modules differentiels 
gradues qui fournira le cadre de nos constructions, et on revoit rapidement la definition 
de sa structure de categorie modele. On rappelle aussi des constructions fondamen- 
tales - produit tensoriel des modules differentiels gradues, hom-interne, suspension et 
torsion - qui seront utilisees tout au long de Particle. 
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0.1. Categories de dg-modules. — On travaille sur un anneau de base fixe k. On 
utilisera la categorie des k-modules et la categorie des modules differentiels gradues 
sur k comme categories de base. La categorie des modules differentiels gradues (on 
dira dg-modules pour abreger) sera notee dg Mod. On suppose par convention qu'un 
dg-module de dg Mod est gradue inferieurement et possede une differentielle interne 
5 : C — > C qui diminue le degre de 1. Un k- module peut se voir comme un dg-module 
concentre en degre 0. 

On garde aussi la convention habituelle de nos articles qui est de supposer que 
les dg-modules de dg Mod sont Z-gradues. Le lecteur pourra faire un choix inverse 
et supposer que les dg-modules de notre categorie de base sont concentres en degre 

* > 0, mais certaines constructions (les foncteurs de dg-modules d'homomorphismes 
notamment) produisent naturellement des modules Z-gradues. 

0.2. Structures tensorielles et homomorphismes de dg-modules. — On munit la ca- 
tegorie des dg-modules de son produit tensoriel usuel 

® : dg Mod x dg Mod — ► dg Mod, 

qui en fait une categorie monoidale symetrique, avec l'isomorphisme de symetrie r : 
C®D — > D®C defini par la regie des signes. On utilisera la notation ± pour designer 
tout signe produit par une application de cet isomorphisme de symetrie. 
La categorie dg Mod possede un hom-interne 

Hom dsMod (-, — ) : d#Mod op X dgMod — > dg Mod 

et forme done une categorie monoidale symetrique fermee. 

Le dg-module Homd S Mod(C, D) est engendre en degre d par les morpliismes de Ik- 
modules / : C — > D qui augmentent le degre de d. La differentielle de / : C — > D dans 
Rom d g nod{C, D) est donnee par le commutateur gradue de / avec les differentielles 
internes : 

5(f) = Sf - ±fS. 

Le signe ± est determine par la commutation de /, de degre d, avec le symbole de 
differentielle interne 5, de degre — 1. Done, dans cette formule, on a ± = (— l) dcg * . On 
utilise la terminologie d'homomorpliisme de dg-modules pour designer les elements de 
ce dg-hom Hom^ModtC, D) et les distinguer des morphismes actuels de la categorie 
des dg-modules. 

Le dg-hom Homd g nod(C, D) est naturellement Z-gradue, meme lorsque les dg- 
modules sont concentres en degre * > 0. On peut prendre une troncature en degre 

* > de ce dg-module pour construire un horn interne dans la categorie des dg- 
modules N-gradues, cependant e'est toujours de la version Z-graduee du dg-hom 
Hornet, Mod (C, D) dont on aura besoin dans l'article. 

0.3. Suspension et desuspension des dg-modules. — Soit k[d] le dg-module de rang 
1 concentre en degre d, muni d'une differentielle evidemment triviale. On associe a 
tout dg-module C le dg-module decale C[d] tel que C[d] = k[d] <g) C. Pour d — 1, on 
obtient ainsi l'operation de suspension des dg-modules SC = k[l] (g) C. Pour d = — i, 
on obtient l'operation de desuspension S _1 C = k[— 1] <g> C. Ces operations seront 
utilisees au SJU 
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0.4- Homomorphismes de torsion de dg-modules. — On utilise dans certaines con- 
structions des dg-modules C munis d'un homomorphisme d : C — > C, de degre 
— 1, qui additionne a la differentielle interne de C definit une nouvelle differentielle 
5 + d : C — > C sur le module gradue sous-jacent a C. On obtient ainsi un nou- 
veau dg- module que Ton designera par la donnee du couple (C, <9). La relation 
(6 + d) 2 = 0, necessaire pour que la differentielle de (C,d) soit bien definie, est 
equivalente a l'equation 5d + dS + d 2 =0 puisque la differentielle interne de C verifie 
deja 5 2 = 0. On dit alors que d est un homomorphisme de torsion du dg-module C. 
On note que la relation 8d + dS + d 2 = s'interprete comme une identitc 

5(d) + d 2 = 

dans Hom d9Mod (C, C). 

0. 5. Complexes de dg-modules. — On utilisera la terminologie de complexe pour des 
dg-modules tordus particuliers (C, d) naturellement dermis par des suites 

(*) • • ■ -> C d A C d _! • • • ^ Co 

comme dans l'algebre homologique classique. Les exemples consideres dans Particle 
comprennent : la construction bar _B(f2f/"), la version a coefficients de la construction 
bar B(S, fiJf z ,T), et les constructions de Koszul correspondantes. 

Les composantes Cd d'une telle suite (*) sont en general des dg-modules qui 
possedent eux-memes une graduation et une differentielle interne S : Cd — > Cd- Le 
dg-module tordu associe a la suite (*) est alors defini par la somme de ces dg-modules 
C = © d=0 Cd avec un homomorphisme de torsion induit par composante par com- 
posante par les homomorphismes d : Cd — > Cd-i donnes dans la suite (*). On ne 
suppose pas necessairement que ces homomorphismes verifient d 2 = 0. On aura seule- 
ment besoin de la relation §(d) + d 2 = du TO. 41 pour que le dg-module tordu (C, d) 
soit bien defini. 

Si la suite (*) est constitute de Ik-modules, sans graduation ni differentielle interne, 
alors on identifie tacitement chaque composante Cd a un dg-module concentre cn 
degre d pour appliquer notre definition. La composante de degre * de (C, d) s'identifie 
alors au k-module donne C* et la differentielle de (C, d) se reduit a la somme des 
homorphismes d : C* — >• C*_i donnes dans la suite (*). 

La composante de degre * du dg-module tordu (C, d) associe a une suite (*) est, 
dans le cas general, constitute de la somme des composantes de degre * de chacun 
des dg-modules C'd, d € N. On parlera alors de la composante de degre d du com- 
plexe (C, d) pour designer le dg-module Cd et eviter toute equivoque. 

. 6. Le langage des categories modeles. — On munit la categorie des dg-modules de 
sa structure modele projective standard, telle qu'elle est definie dans [lH §2], de sorte 
qu'un morphisme de dg-modules / : C — > D forme : 

- une equivalence faiblc s'il induit un isomorphisme en homologie ; 

- une fibration s'il est surjectif en tout degre ; 

- une cofibration s'il possede la propriete de relevement a droite par rapport aux 
fibrations acycliques (les fibrations qui sont des equivalences faibles). 
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On renvoie le lecteur debutant a [13| pour un expose complet sur les applications 
des categories modeles aux dg-modules. Rappelons simplement que les cofibrations 
de dg-modules se definissent de fagon effective comme des retracts d'inclusions i : 
C -> (C © E, d) oil D = (C © E, d) est un module tordu tel que E — 0« eA k e a est 
un Ik-module gradue libre (sans differentielle interne) muni d'une nitration definie au 
niveau de sa base 

= (J) k e Q C • • • C (J) k e Q C • • • C colim{ ffi k e a } = E 

aSA qGA a a6A A 
v v ' s v ' 

de sorte que l'homomorphisme de torsion verifie d(C) = et d(E\) C C®E\-\, pour 
tout A > 0. Cette caracterisation nous permet de voir aisement que le dg-modulc 
tordu D = (C, d) forme a partir d'un complexe de k-modules projectifs, ou plus 
generalement a partir d'un complexe de dg-modules cofibrants, definit lui-meme un 
objet cofibrant de la categorie des dg-modules (rappelons qu'un objet D est cofibrant 
lorsque le morphisme initial — > D est une cofibration) . 

On adoptera la terminologie de dg-cofibration pour designer tout morphisme, defini 
a l'interieur d'une categorie, qui par oubli de structure definit une cofibration dans 
la categorie des dg-modules. On utilisera des conventions similaires en parlant de 
dg-modules cofibrants et d'objets dg-cofibrants. On supposera generalement que les 
objets consideres dans ce travail sont dg-cofibrants. Cette precaution est superflue 
lorsque l'anneau de base est un corps car tout les dg-modules sur k sont alors cofi- 
brants. 

On utilisera le langage des categories modeles tout au long de Particle, meme si 
on n'aura besoin - dans la premiere partie de l'article du moins - que des idees de 
l'algebre homologique classique. 



Partie 1. Le complexe de Koszul des la categorie des arbres elagues 

Cette partie est consacree a l'etude des complexes de Koszul K(S, tiff 1 , T) et aux 
applications de ces complexes pour le calcul des foncteurs Tor dans les categories de 
f2^ pi -diagrammes. D'abord (au [JT]) on rappelle la definition de la categorie des arbres 
elagues f^ pl . Ensuite (au on donne une definition ad- hoc de la construction de 
Koszul associee a cette categorie et on montre que cette construction KiUf^ 11 ) se 
plonge dans le complexe bar usuel -B(f2f/") dont on rappelle egalement la definition. 
Puis (aux §!2]U]) on definit et etudie les versions a coefficients de la construction 
de Koszul de Q^ 1 - On explique que ces complexes de Koszul K(S,ft'^' 1 ,T) sont 
faiblement equivalents aux constructions bar a coefficients B(S,H,^ }1 ,T) et permet- 

tent de determiner des foncteurs Tor* ™ (S, T) des lors que certains de ces complexes 
sont acycliques, ce que Ton demontre dans la section finale de cette partie (au SJS]). 

1. La categorie des arbres elagues. — On reprend dans cette section la 
definition de la categorie des arbres elagues Q.^ 1 telle qu'elle apparait dans les 
travaux de M. Batanin 0, O n revoit aussi la definition d'une categorie comma, 
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formee a partir de f2^ pi ', qui intervient dans notre travail sur les complexes bar 
iteres |lo| . On fera des rappels supplementaires sur ces definitions en cours d'article. 

On renvoie aux references citees dans l'introduction et a la bibliographie de [2|, |3| 
pour d'autres presentations de la categorie des arbres elagues et de ses variantes. 

1.1. La categorie des arbres elagues : definition formelle et representation graphique. 
— On note r l'ensemble ordonnc r = {1 < • • • < r}. 

Les objets de designes par des lettres grecques soulignees r, sont les suites de 
surjections croissantes 



t, 



t, 



avec l'ensemble final * = 1 comme dernier ensemble but. Une telle suite de surjections 
definit un arbre planaire dont les sommets sont arranges sur des niveaux 0, . . . , n : 
l'ensemble t 4 definit l'ensemble des sommets au niveau i de l'arbre, ordonnes de la 
gauche vers la droite ; la surjection Tj definit l'ensemble des aretes des sommets de 
niveau i — 1 vers les sommets de niveau i. Un exemple, representant une suite de 
surjections de la forme 



1, 



est donne Figure [TJ 




Un morphisme de 51^ p 
{io ^ h 



Figure 1. 



t„} ^ {s 



est une suite d'applications surjectives u : — > s t telles que le diagramme 



commute et u : tj — > est croissante sur chaque sous-ensemble T i+1 (x) C t i; pour x £ 



H+l- 



On utilise la notation In r pour designer l'ensemble source Inr = t a dc la premiere 
surjection d'un objet r £ ^f/". L'application In : t ^ Inr definit un foncteur de f^ pl 
dans la categorie Surj constituee des ensembles finis avec les applications surjectives 
comme morphismes. 
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1.2. Le poset des arbres elagues avec une source fixee. — On utilise dans [10( la 
categorie comma e/f^ pz (notee 11™ (e) dans [10|, §A]), associee a chaque ensemble 
fim e, et dont les objets sont les suites 

e — > Jo — > > t„ = * 

telles que r = {t — i» • • • t n } definit un element de fij*" et {e t } definit 
un morphisme tq : e — > ihr dans la categorie des surjections SWj. L'application 
To : e — > t se represente dans l'arbre associe a r par un etiquetage des noeuds de 
niveau par les sous-ensembles Tq 1 (x), pour x 6 to, comme dans l'exemple de la 
Figure [2J 




Figure 2. Un arbre elague etiquete. Dans cet exemple, on a e = 
{a,b,c,d,e}, et la surjection to : e — > t est definie par ro(e) = 1, 
ro(b) = T (c) = 2 et r (a) = To(d) = 3. 



Une suite d'applications surjectives u : tj — > definit un morphisme dans la 
categorie comma 

|e — »• t Q — ► t x — > ► t„} -> {e — > s — > s x — > ► s„} 

si chaque application u : t ; — > s ; est croissante sur les sous-ensembles T i T 1 (a;) C tj, 
a; G t i+1 (condition pour avoir un morphisme dans et le diagrammc 




commute dans son ensemble. 

On montre dans 0, §A.7] que e/f2^ pl forme un poset : l'ensemble des morphismes 



dans e/fl^ d'un objet source {e 



• • — ^4 t n } vers un objet but donne 



{e 



s n } est soit vide, soit reduit a un unique element, et dans ce 



dernier cas on ecrit 

{§ — > to — > > t n } > {e s >• s„j. 

Ce resultat entraine qu'un morphisme u : r — > a de la categorie f2^ pl est entieremcnt 
determine par la donnee : 

- d'un objet source r = {t — i» • • • — ^ t n }, 

- d'un objet but a = {s ^ ■ ■ ■ s n }, 

- et d'une application u : Jiit-j Ing_, 
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de sorte qu'on a la relation 

{Inr — > to — > >■ t„} > {/iir -> s ► s„} 

dans le poset Inr /fif/" . On utilisera cette observation pour representer graphique- 
ment les morphismes de n,^ 1 par la donnee de l'arbre source r et la donnee de l'arbre 
but a etiquete par les elements de In r, ou de tout ensemble de variables (muettes) e 
mis en bijection avec Inr (voir par exemple iJSJ). 

Remarque. — Les resultats que Ton obtiendra aux §Sj2][5]montrent que le poset e /fi^f" 
est de Cohen-Macaulay. On peut cependant observer qu'il n'admet pas de CL-shelling 
au sens de 0| sauf lorsque n ou le cardinal de e sont petits. 

1.3. La graduation de la categorie des arbres elagues. — Dans nos constructions, 
on utilisera de facon essentielle que la categorie des arbres elagues f^ pl possede une 
graduation naturelle. On defrnit d'abord le degre d'un objet r € ^ pl , defini par une 
suite de surjections t • • • ^> t n , en posant : 

deg(r) = t H h t n -i- 

Graphiquement, cette expression represente le nombre de sommets de niveau < n de 
l'arbre representant r, ou, de fagon equivalente, le nombre d'aretes de r. Le degre 
d'un morphisme u : r — >■ a est ensuite defini par la difference : 

deg(u) = deg(r) - deg(a), 

representant le nombre de sommets de r identifies par u. 

2. La construction de Koszul de la dg-categorie des arbres elagues. — On a 

rappele la definition de la categorie des arbres elagues f2^" dans un cadre ensembliste 
au iJTJ On utilise maintenant une version enrichie en Ik-modules de cette categorie, avec 
le meme ensemble d'objets, mais dont les hom-objets sont les Ik-modules librement 
engendres par les morphismes ensemblistes de fi^f" . On gardera la meme notation 
f2^™ pour designer cette categorie enrichie en Ik-modules. On reserve simplement la 
notation Mor^cpi (r , a) pour designer l'ensemble des morphismes ensemblistes de il^ 1 
et on prendra la notation f2^" (r , a) pour designer le Ik-module des homomorphismes de 
la categorie dans sa version enrichie. L 'expression u : r — > a ne sera utilisee que 
pour designer des morphismes ensemblistes u 6 Mor^epi (r, a) . On a done l'identite : 

U'.T_ — }(7_ 

en notant {u} les elements generateurs de il^ 1 (r , a) associes aux morphismes ensem- 
blistes u : t — > a. 

On montrera plus loin comment les constructions de l'algebre differentielle graduee 
s'appliquent a cette categorie enrichie en k- modules que Ton voit elle-meme 

comme une dg-categorie concentree en degre 0. On utilisera en particulicr une con- 
struction bar naturellement associee a toute dg-categorie O qui a Ob O = Ob f2f/" 
comme ensemble d'objet. On expliquera que cette construction bar forme une dg- 
cocategorie. 



10 



BENOIT FRESSE 



On se contente pour le moment de considerer des structures, appelees dg-graphes, 
definies par des collections de dg- modules T(r,a) indexees par les couples (r, a) £ 

La construction bar (normalisee reduite) de f^ p4 est le dg-graphe B(D,^ ri )(r,a) 
engendre en degre d par les d-uplets de morphismes composables 



Z d } € Mow (t^Tq) x • • • x Mor 07 , (r d , r^) 



satisfaisant la condition de non-degenerescence Ui =fi id, Vi, et tels que (r d ,rg) 
(Zj^)i avec la differentielle definie par la formule usuelle 



d-i 



^r d } = J2(-iy{Lo^ 



pour tout clement {r ■■■ -h^- r d } G B(Q^). La construction bar defmit un 
complexe au sens du TO. 51 

Le but principal de cette section est de construire un sous-objet de -B(f2^ pl ), la 
construction de Koszul -£f(f^ pl ), dont les elements representeront des cycles de degre 
maximal dans les differentes composantes de la construction bar J5(r2^ pl )(r, a). 

On verra plus loin que K (HJf 1 ) forme un sous-objet de -B(f^ pl ) dans la categorie 
des dg-cocategories. Cette cocategorie K^^ 1 ) est un analogue, dans le cadre des 
categories, du dual de Koszul des algebres associatives defini dans La methode 
habituelle pour construire le dual de Koszul d'une algebre A consiste a determiner une 
presentation de A par generateurs et relations, puis a prendre des relations orthogo- 
nales pour definir la cogebre K(A). Dans notre cas, il sera plus simple de construire 
la cocategorie if(£l^ pi ) de facon directe. L'identification de K(Q,^ i ) avec un dual 
de Koszul rcsultera alors de l'idcntitc, ctablic au Theoreme 17. At d'une construction 
cobar B c (K(QfP 1 )) avec un modele minimal de '. On appliquera en fait la dualite 
de Koszul en sens inverse pour obtenir une presentation par generateurs et relations 
de f^ pj a partir de ce resultat. 

On s'appuie neanmoins sur la graduation naturelle de f2^ pl pour definir A"(r^ pl ), 
comme dans la theorie classique de la dualite de Koszul des algebres (23[. On com- 
mence par reviser la structure des morphismes de degre 1 de la categorie des arbres 
a niveaux. 

2.1. Les morphismes d 'arbres elagues de degre 1. — Les observations de (l9l . Lemma 
3.4] (voir egalement [l(| §A.8]) impliquent que les morphismes de degre 1 de £1%"" sont 
donnes par des diagrammes de la forme 




fe-i 



k-l 



■tfc -1 



t.k+1 



id 



tfc+1 



Tk + 2 



id 



■tr. 



et que l'on construit de la fagon suivante : 

(1) l'application u, : tj — > s € est 1'identite pour i > k, ce qui implique la relation 
o~i = Ti pour i > k + 1 ; 
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(2) l'application d a identifie deux sommets consecutifs (a, a+1) d'une fibre T k \(b) 
au niveau fc, de sorte que Ton a 



d a (x) = 

et necessairement ak+i(x) = 



pour x — 1, . . . , a, 
1, pour x = a + 1, . . . , Sk, 



T k+ i(x), pour x = l, ...,a, 
r k+1 (x + 1), pour x = a + 1, . . . — 1 ; 

(3) puis, lorsque fc > 0, on a necessairement 

{TjT 1 ^), pour a; = 1,..., a -1, 

T A T 1 (a) U rZ 1 (a + 1), pour x = a, 
T k l {x), pour x = a + 2, ...,s k +i, 

ce qui determine a k ; l'application shk-i au niveau fc — 1 est la juxtaposition 
des applications identiques sur les fibres rZ (x), x ^ a, a + 1, avec une bijection 

preservant I'ordre entre les elements de tZ 1 (o) et r^T 1 (a+1) (en d'autres termes, 
cette application est une permutation de battage) ; 

(4) les applications Oi : t^_j — > t i et les bijections s/ii-i : t i _ 1 —} t i _ 1 sont 
ensuite determinees inductivement ; d'abord cr;, par les relations cr~ 1 (x) = 
rZ {shT 1 (x)) , x G t^ ; puis shi—i, par la relation <n s/ii_i = shi Ti et la pro- 
priete de croissance sur les fibres rZ (x), x G t ; . 

Un morphisme de degre 1 est done entierement determine, a partir de son domaine r, 
par la fusion de deux sommets consecutifs (a, a + 1) sur une fibre TZ^{b) de l'arbre r 
et, lorsque fc > 0, par une bijection 

shk-i : T^{a) UT^(fl+ 1) crZ l {a) 

melangeant les fibres de ces sommets. 

La Figure [3] donne la representation graphique schematique d'un tel morphisme 
de degre 1. La notation a (respectivement j3) represente l'ensemble du sous-arbre 
au dessus du sommet fusionne a (respectivement, b = a + 1). L 'observation @ 
de la construction formelle donnee dans ce paragraphe signifie graphiquement que 
l'ensemble du sous-arbre au dessus d'un sommet x G rZ 1 (a)LlTZ 1 (b) est deplace avec 
x. Le morphisme se comprend done globalement comme une fusion des sommets a 
et b — a + 1 et d'une permutation de battage des sous-arbres au dessus des sommets 
x G tZ (a) U tZ 1 ^) que represente l'expression sh(a, (3) dans la figure. 



— > 



Figure 3. 
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Ces morphismes de degre 1 correspondent dans le formalisme de [10J, §A.8] aux 
relations de recouvrement du poset e/fi^ p \ 

2.2. Signe des morphismes de degre 1. — Les morphismes de degre 1, avec un signe 
sgn(u) associe a chaque morphisme u, determinent les termes de la difierentielle 
du complexe bar n-itere B n (A) d'une algebre commutative A (voir [lOL Proposi- 
tion A. 10]). On utilise la relation de la categorie f2^ pl avec le complexe bar n-itere 
B n (A) pour definir le signe sgn(u) associe a chaque morphisme u de facon indirecte 
dans [lOj, en renvoyant aux definitions de 2l|, §X.12] pour la construction bar des 



algebres commutatives. Le but de ce paragraphe est de donner une definition directe 
de ce signe et dans un contexte generalise. 

On definit en fait un signe pour chaque morphisme de e/f2^", pour un ensemble 
d'entrees donne e, avec un degre deg(e) associe a chaque e £ e. Cette convention 
interviendra au £J5J On pourra supposer que ce degre est nul jusque la, ce que Ton 
fera tacitement dans les constructions qui suivront ce paragraphe, et on appliquera la 
definition de sgn(u) aux morphismes u : r — > cr de f2^ pl en prenant e — Inr comme 
ensemble d'entrees. 

On se donne un objet r G e/f^ p4 . On associe un symbole de degre 1 a chaque 
sommet x G tj de niveau i < n de r et on suppose que les entrees e 6 e de r e 
e/ilfP 1 sont munies du degre deg(e) qui leur est associe. On ordonne ces elements en 
parcourant l'arbre sommet par sommet, en suivant les aretes du bas vers le haut, puis 
de gauche a droite, pour former un tenseur diffcrentiel gradue associe a r. On fixera 
simplement un ordre arbitraire pour les entrees e G e sur une meme fibre Tq (k), 
k G t , qui peuvent toujours etre permutees dans la suite. Pour l'arbre de la Figure [5J 
on obtient ainsi l'ordre 



£5 b g CiQ 012 di 3 
Xi #8 X\\ 




•*•(, 




et un tenseur de la forme 

xi ® X2 ® 2:3 ® Xi ® e 5 ® xq X7 <2> x 8 ® bg ® c w ® in ® a i2 ® ^13. 

On se donne un morphisme u : r — > 0; de degre 1 fusionnant des sommets {1X4, Xj) 
dans r. Le signe sgn(u) se determine par l'application des regies de l'algebre difie- 
rentielle graduee aux permutations de tenseurs impliquees dans l'operation de fusion 
definie par u. De fait, cette operation de fusion se decompose comme suit : 

(1) on part du tenseur defini par l'ordre de l'arbre source r, 

(2) on place les sommets (xi,Xj) en premiere position par une permutation de 
tenseurs, 

(3) on effectue la fusion, 
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(4) puis on effectue une nouvelle permutation de tenseurs pour replacer les facteurs 
du produit tensoriel dans l'ordre fixe par l'arbre but a. 

Le signe sgn(w) est produit par les operations © et (g]). 
Le signe associe au morphisme 

£5 69 CiQ 012 di 3 b 9 C W 012^13 £i 
X4 Xg Xn X$ Xll X4 



x 7 x 7 x 3 

■•'2 X 6 Xji, 



-xi xi- 



est ainsi determine par les operations 

xi <g> X2 <E> x 3 (g) X4 <g> e§ ® xe <8> X7 <8> xs ® 69 <8> C10 ® £11 ® (ii2 ® ^13 
~ x 2 <S> x 6 <8> £1 ® x 3 ® x 4 ® e 5 €5 X7 ® x 8 ® 69 ® C10 ® X11 <8> ai 2 €3 cfis 
!->• x 2 6 ® xi ® x 3 ® X4 <g> e 5 ® X7 ® x 8 ® ^9 ® ci ® x\\ ® a i2 di3 
~ xi ® X26 CS> X7 ® xs ® 69 ® C10 <g> X11 <8> ai2 ® di3 ® X3 <g) X4 ® es. 

La premiere permutation de tenseurs produit un signe (— l) p d'exposant p = 4 + 
deg(e), la seconde un signe (— l) q d'exposant q = 1 + (2 + dcg(e)) • (3 + deg(a) + 
deg(6) + deg(c) + deg(d)), et on somme ces exposants pour obtenir le signe de u. 

2.3. La construction de Koszul associee a la categoric fi^ pl . — On forme le dg-graphe 
K(fl%") dermis par les dg-modules 

mt){r,a)= k{u}, 

avec des elements generateurs {u} munis d'une differentielle triviale et du degre 

deg{u} = deg(r) - deg(a) 

deduit de la graduation des arbres a niveau. On appelle ce dg-graphe la construction 
de Koszul de 

On considere l'application 

K(0f)( Il2 )4B(flf)(l,£) 
qui applique un element generateur {u} € K(fl^'' > )(T,a) sur la somme 

L i u } = sgn( Ul ) ■ ■ ■ sgn(M rf ) ■ {t ■ ■ ■ r d } 

tt=ttl— Ud V 
degui = ---=deg« <J = l ± 

s'etendant sur l'ensemble des decompositions de u en morphismes de degre 1 dans la 
categorie ensembliste '. On observe que : 
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Proposition 2.4- — On a di{u} = dans B(yi^f l ), de sorte que notre application 
definit un morphisme de dg-modules 

pour tout couple (t,ct) € ObQ^ x ObO^\ 

Demonstration. — On prouve que tout morphisme de degre 2 

u 

t — y o_ 

possede exactement deux decompositions 

£i 

t 2 2a 

/ 

A 

avec degwi = degi>2 = degu>i = degW2 = 1, puis on constate que les signes 

sgn(^i)sgn(wi) et sgn(v 2 ) sgn(w 2 ) 

associes a ces decompositions sont opposes. Ceci suffit pour montrer que les termes 
du developpement 

dt-{u} = sgn(m) ■ ■ -sgn(urf) • {r ■ ■ ■ <"'"' +1 • • • ^- r d } 

U=Uf-U d Y 

dcgui = ---=dcgu d = l ± 
l<i<rf-l 

d'un morphisme u de degre d quelconque s'annulent deux a deux. 

On generalise l'analyse du ij2.1| pour determiner un morphisme de degre 2 a partir 
de son domaine r et des sommets de r identifies par u. On distingue trois cas. 

On suppose d'abord que u fusionne trois sommets consecutifs a, b = a+1, c=a+2 
sur une meme fibre t^ 1 (x). La Figure 0] donne la representation schematique de 
ce morphisme et ses deux decompositions. L'expression sh(a, represente une 
permutation de battage des sous-arbres (a, j3, 7). L'existence des deux decompositions 
resulte de l'existence d'uniques permutations de battages a deux composantes telles 
qu'on a la relation 

sh(a U j3, 7) • sh(a 1 /3) — sh(a, /3, 7) = sh(a, j3 U 7) • sh(/3, 7) 

dans le groupe des permutations de l'alphabet a U f3 U 7. 

On suppose maintenant que u fusionne un couple de sommets consecutifs a, b — 
a + 1, sur une meme fibre r i T 1 (x), et un couple disjoint de sommets consecutifs c, 
d = c+ 1, sur une fibre r ; ~ 1 (y) avec event uellement x ^ y et k 7^ /. La representation 
schematique de ce morphisme et de ses decompositions est donnee Figure [5] 

Un dernier cas correspond a la fusion d'un couple de sommets consecutifs a, b = a + 
1, sur une meme fibre t^ 1 (x), et d'un couple de sommets c et d tels que c G rZ (a) et 
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Figure 4. 



d G rZ (b). La representation schematique de ce morphisme et de ses decompositions 
est donnee Figure [5] 

On se convainc aisement qu'il n'y a pas d'autres possibilites que ces trois configu- 
rations. 

On verifie ensuite, par simple inspection des regies de permutation du ^2.21 que les 
signes associes aux deux decompositions u = V\W\ = V2W2 d'un morphisme de degre 2 
sont opposes dans chaque cas et ceci termine la demonstration de la proposition. □ 

Notre objectif principal consiste maintenant a montrer que ce morphisme 1 : 
K{Q, e P l ) — > B(ilfP l ) definit une equivalence faible. On introduit une version a co- 
efficients des constructions K(n,ff l ) et B(f2^ p4 ) afin de demontrer ce resultat de facon 
indirecte, par des arguments de comparaison de complexes. 

3. Complexes a coefficients. — Les versions a coefficients de K^ff 1 ) et i?(f^ pl ) 
que Ton considere sont definies sur les categories de f2^ pl -diagramme covariants et 
contravariants. Pour le moment, on ne considere que des fi^-diagrammes en Ik- 
modules, pour lesquels les definitions les plus classiques de l'algebre homologique 
s'appliquent : rappelons simplement que la categorie des fi^-diagrammes covari- 
ants en k-modules (et la categorie des f2^"-diagrammes contravariants de meme) est 
abelienne et possede un ensemble de generateurs projectifs definis par les diagrammcs 
de Yoneda Off 1 (t, — ). On etendra nos constructions au cadre differentiel gradue dans 
la section suivantc. 

3.1. Constructions a coefficients. — On se donne done un £l^"-diagramme con- 
travariant S et un fi^-diagramme covariant T a valeurs dans les k-modules. Le 
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Figure 5. 

complexe bar a coefficients B(S, Cl^ 1 , T) est defini par le Ik-module 

B(S,n%>\T) d = S( Zo )®k{T ^---^T d }®S(T d ) 

(u 1 ,...,u d ) 

en degre d avec la differentielle donnee par la formule 

d(x <8> {r A- • • • T d } ®y) = u* l {x)®{T 1 <^ ■■■ £^ r d } <g> y 

i=i 

+ {-l) d x ® {r <^ • ■ • j±± r d _J ® U<1 ,(|,). 
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Figure 6. 



Le complexe de Koszul a coefficients K(S, Sl^ pl , T) est defini par les k- modules 
K(S,tlT,T)= S(*)®{u}®T(t) 

utT—ta 

(£,T)eOb n= pi x Ob n* pi 

munis de la graduation telle que deg(a; ® {u} €3 y) = deg(u) = deg(r) — deg(cr), avec 
la differentielle donnee par la formule 

d(x ® {u} <g> y) = sgn(w) • ® {w} <E> y 

u—vw 
deg(ti)=l 

+ (-l) desW sgnM -a® {v}®w*(y)), 

dcg(tx;) — 1 

pour tout x € S(jf), y € T(t), et tout morphisme it : r — > a. 

L'application i : K[Q^ i ') — > B(Vl^ 1 ) du iJ2.3l possede une extension naturelle aux 
constructions a coefficients k : K (S, f2^ pl , T) —> B(S, fij^" , T) qui est definie en posant 

k(x (g) {u} (g> y) = x <8> y, 

pour tout a; gD {u} ® ?/ G ^(S", ^^ l ,T). On constate que : 
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Proposition 3.2. — Notre application commute aux differentielles et definit un 
morphisme naturel de dg-modules 

pour tout couple de diagrammes {S,T). 

Demonstration. — Comme on sait que di{u} = 0, il suffit dc verifier que k commute 
aux tcrmcs dc la diffcrcntiellc faisant intervenir Taction sur les coefficients, et une 
inspection de la definition de t{u} permet d'etablir cette propriete de fagon immediate. 

□ 

On forme les complexes T(S, Sl^ pl , 0^(0, — )), T = B,K, associes a un diagramme 
de Yoneda f2^f l ((/>, — ), pour un diagramme contravariant quelconquc S. On observe 
aisement que les produits de composition 

induisent des morphismes 

nf{±,±) ® t(s, sir,nT<l, -)) -> r(s, nr. -)) 

qui font de la collection T(S, tt epi ,Q. epi -)), € ObQ%>\ un ft^-diagramme con- 
travariant T(S, f2^ pi , f2^ p4 ) naturellement associe a 5. 
On a aussi un morphisme d'augmentation 

domic cn degre par les morphismes 

induits par Taction de fl^ pl sur S. On identifie S a un complexe concentre en degre 
pour faire de Taugmentation un morphisme de complexes de f2^"-diagrammes. 
On sait que la construction bar verifie la propriete suivante : 

Lemme 3.3. — Le morphisme d'augmentation 

definit une equivalence faible de -diagrammes contravariants pour tout S. 

Demonstration. — Si on oublie la structure de diagramme, alors on a une section 
r) : S ->• B{S,Vt epi ,9. epi ) au morphisme d'augmentation e : B{S,Vt ep \Vt epl ) -> S 
donnee par le produit tensoriel de l'identite de S(t) avec le morphisme identique 
It G ^^ pl (r,r). L'application 

u(x ® {to ^ ••• <^ r d } ® W) = x ® {r 4^ •■• ^ Ld A r} ® 

definit une homotopie contractante v : B{S,Q. epi ,Q. epi ) ->• B{S,Q. epi ,Q. epi ) telle que 
£(z/) = id —rye, ce qui entraine la conclusion du lemme. □ 
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On considere maintenant un diagramme ponctuel b a tel que : 



k, si 9 = a, 
0, sinon. 



On utilisera dans la suite que bg_ possede une structure de diagramme covariant et 
contravariant sur fi^ p \ 
On montre : 

Lemme 3.4- — Le complexe K{b a , r2^ p4 (</>, — )) se reduit a sa composante de 
degre lorsque <f> = a et est acyclique lorsque <fi ^ a, de sorte que le morphisme 
d 'augmentation 

e:K{b^T^T)^b^ 

definit une equivalence faible de Q^"" -diagrammes contravariants, pour tout dia- 
gramme ponctuel ba-. 

Demonstration. — On a une identification immediate K(b a , ^n P \ Q^isL- ~ )) = 
b a (a) qui donne la premiere assertion du lemme. La demonstration de l'acyclicite du 
complexe K(bg_, \ fi^'(^> — )) pour <f> ^ a, point cle de notre travail, est reportee 
au SjS] □ 

On a de plus : 

Observation 3.5. — Les complexes T(b„, fi^f*, fl^ 1 ), F = B,K, sont des complexes 
de fif/" -diagrammes projectifs. 

Le morphisme naturel de la Proposition M3.21 applique aux couples de diagrammes 

(s,T) = (b K ,n^%-)), 

definit un morphisme de complexes de f2^ pl -diagrammes contravariants 

K(ba, ^t^t) ^ B ( b <L> ^t^t)- 

Ce morphisme commute clairement aux augmentations ce qui entraine que notre 
morphisme k, s'inscrivant dans un diagramme de la forme 

K(b E , <>;/".<>;/•') ■Z //; >> ± . <>;/••.<>;/") , 




b _ 

definit lui-meme une equivalence faible de complexes de fJ^-diagrammes. 
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3.6. Produit tensoriel de diagrammes. — On considere maintenant l'operation de 
produit tensoriel S® n e P i T sur la categorie fi^ pl qui, pour tout couple (S, T) constitue 
d'un ri^-diagramme contravariant S et d'un f2^ pl -diagramme covariant T, est definie 
par la cofin : 

S® Q eviT= / " S{t)®T(t). 

Pour un couple de f^ pl -diagrammes covariants (S,T), on a aussi un dg-hom sur f^ pl 
defini par la fin : 

Hom nepl (S, T) = I Hom dgMod (S(T),T(T)). 
JrtObn'S" 

Le produit tensoriel de diagrammes sur une categorie verifie des proprietes ana- 
logues au produit tensoriel des modules sur une algebre (voir [24| §17]). On a no- 
tamment un isomorphisme naturel Sl^ pl (— , r) <8>Qep* T ~ T(t) pour les foncteurs de 
Yoneda contravariants S = f^ pl (— ,r), et symetriquement S ® n e P i n^"(r, — ) — 5(r) 
pour les foncteurs de Yoneda covariants T — f^ pi (r, — ). On obtient a partir de ces 
relations : 

Observation 3. 7. — On a un isomorphisme naturel 

r(s, nT^T) ®nr T ^ n T,T), 

pour tout couple de f2^ pl -diagrammes (S,T). 

On applique ce resultat aux f^ pl -diagrammes ponctuels (S,T) = (b„, b z ). Obser- 
vons que : 

Observation 3.8. — On a des identites 

K(b z , nf, b z ) = K(£l<f)(r,a) et B(b„, Stf, b z ) = B{Q^){r,q) 
pour tout couple (r,a) G ObQ£ pi x Ob^ pi . 
On obtient alors : 

The.ore.me 3.9. — Le morphisme i : K (r2f pl )(r, a) — > £?(f2^ pl )(r, a) defini dans la 
Proposition \2.4\ est une equivalence faible de dg-modules, pour tout couple (l_,a) G 
Obft* pi x Obft^. 

Demonstration. — Le morphisme k : K(b„, £^ pl ) — > B(bg_, fi^ pl , f^j pl ) induit 
par produit tensoriel — (S^ep. b z une equivalence faible de dg-modules 

v ' „ ' 

=K(b £ _,Q.'f\b 1 _) =B{bv,Q'%' i ,br) 

puisque K{bg_, fi^ p \ fi^ pl ) et B(b„, ^n P % f^ pl ) sont des complexes de f^ pl -diagrammes 
projectifs. Ceci entraine, d'apres l'observation precedente, la conclusion du theoreme. 

□ 
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4. Complexes a coefficients et foncteurs Tor. — On s'interesse maintenant aux 

applications des complexes a coefficients pour le calcul des foncteurs Tor* " (S, T) et 
Ext^epi (S, T). On formalise nos resultats dans le cadre differentiel gradue en utilisant 
l'ensemble des idees exposees dans la section preliminaire f§i iO. 1110/6]) . On commence 
par montrer comment les complexes a coefficients definis dans la section precedente 
s'ctendent aux f2^ p4 -diagrammes en dg-modules. 

4--1- Produits tensoriels tordus et constructions a coefficients. — Nos complexes a 
coefficients 

r(5,n^,T), t = b,k 

s'identifient en fait a des dg-modules tordus de la forme 

T(S,SIT,T) = {®S(*)®r(n% ,i )(T,a)®T(f),d} 

(r,a) 

pour un certain homomorphisme de torsion d. On peut integrer les termes de la 
differentielle de B(S,W^ 1 ,T) qui ne font pas intervenir Taction de fi^ pl sur les coef- 
ficients (S,T) dans la differentielle interne de la construction £?(f^ pl ). L'homomor- 
phisme de torsion de notre produit tensoriel se reduit done aux termes 

d{x <g> {t A- • • • r d } ®y) = u* 1 {x)®{T 1 ^ ■■■ ^- r d } ® y 

+ (-l) d x ® {r A • • ■ ^± Zd ^} ® u d ,(y) 

dans le cas T = B, et reprend l'ensemble des termes de la formule du ^ 33. II dans le 
cas T = K. 

II sufHt de former le produit tensoriel S{a) ® L(f2^ pl )(T, cr) <8>T(t) dans la categorie 
des dg-modules pour etendre la definition des complexes T(S, n® p % T), T = B,K, aux 
0^"-diagrammes en dg-modules. Les objets S(a) et T(r) sont alors munis d'une 
differentielle interne qui est simplement ajoutee aux homomorpliismes de torsion 

du mm 

On ne considere dans la suite que des diagrammes en dg-modules (S, T) dont 
les composantes S(a) et T(r) sont des dg-modules cofibrants, pour tout (ct,t) e 
Ob^ pl x ObS!f pl . On dit alors que les diagrammes (S,T) sont dg-cofibrants. 

Le morphisme k : K{S,£l'^' 1 ,T) — > B{S,VL^ % ,T) considere au fj3] est simplement 
defini par des produits tensoriels idg( (T ) ®i <8> id r ( T ) induits par le morphisme t : 
K(nX) -> B(nfP' 1 ) de la Proposition El On a le resultat suivant : 

Lemme — Le morphisme de complexes a coefficients 

k:K{S, QT,T) -> B(S, QT,T) 

est une equivalence faible de dg-modules des lors que {S,T) sont des fi^™ -diagrammes 
en dg-modules dg-cofibrants. □ 

Demonstration. — La filtration par le degre sur chaque dg-graphe L(f2^™)(r, a), 
pour r = B,K, induit une filtration naturelle au niveau des produits tensoriels 
r^O^jT) = {(B^Sia) ® r(0^ i )(T,ai) <g> T(r),d}. On en deduit l'existence 
d'une suite spectrale E~(T(S, Sl e P\T)) => H*(T(S, Sl e P\T)) telle que d° est determine 
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par les differentielles internes des objets S, T et L(f2^ pl ). Le morphisme k preserve 
cette filtration et induit un morphisme de suites spectrales k : E r (K (S il^ 1 , T)) — > 
E T ' (B(S 1 Vt c ^' t , T)) qui est un isomorphisme au rang E l . La conclusion s'ensuit. □ 

La categorie des f^ pj -diagrammes contravariants en dg-modules, et la categorie 
des r2^ pl -diagrammes covariants de meme, herite d'une structure de categorie modele 



projective naturelle (voir [12J, §11.6]). Les foncteurs Tor," {S,T) ont une definition 
naturelle dans le cadre des dg-diagrammes comme l'homologie de produits tensoriels 
Qs ®n cpi T appliques a un remplacement cofibrant >— ► Qs — > S dans la categorie 
des f2^ pl -diagrammes en dg-modules. On a une definition equivalente faisant inter- 
venir un remplacement cofibrant de T. Les foncteurs Ext^ cp i (S, T) sont definis de fa 
con analogues comme l'homologie de dg-hom Hom^epi {Qs, T) sur un remplacement 
cofibrant de S. 

Les observations des ^3.2113. 3l et ^3.7l se generalisent aux diagrammes dg-cofibrants. 
On montre aussi que le complexe bar B(S, f^ pl , ^ pl ) est cofibrant comme £l e ^ % - 
diagramme des lors que S est dg-cofibrant et definit done en remplacement cofi- 
brant particulier de S dans la categorie des f2^"-diagrammes. On en deduit que 
l'homologie de B(S,fl e r P\T) = B(S,n e r P l ,fi^) ® nfr T determine le foncteur Tor 

diffcrentiel gradue Tor*" (S,T). Le Lemme FT21 entraine done : 

Theoreme 4 -A. — On a I'identite 

Tou T (S,T) = H*(K(S,n e P\T)), 
des lors que (S,T) sont des flfP 1 -diagrammes en dg-modules dg-cofibrants. □ 

On obtient de meme : 

Theoreme 4-B. — On a I'identite 

Ext* r (S,T) = H. (Hom n , pi (K(^T , njf ,S),T), 

des lors que (S,T) sont des fl^P 1 -diagrammes en dg-modules dg-cofibrants. □ 

4-3. Relations avec le resultat principal de fldi] . — Notons i n l'objet de repre- 
sents par l'arbre-tronc 



On considere apres [19j le f2^ pl -diagramme ponctuel b n — b$ qui vaut par definition 

(J, smon. 
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L'arbre tronc i n definit en fait l'objet final de Q,^ 1 . Par suite, on obtient que le 
complexe de Koszul a coefficient dans b n possede un developpement de la forme : 

%,!i:,r)={0T(r),9}. 

T 

Le complexe de Koszul K(b n: Vt^' 1 ,T) s'identifie en fait au complexe C*(T) defini 
dans [3, §§3.5-9]. Le Theoreme 14. Al donne done une generalisation de l'identite 

TorF\b n ,T) = H*{C4T)) 
demontree par les auteurs de [f9| . 

5. Appendice : la propriete d'acyclicite du complexe de Koszul. — Le but 

de cette section est d'etablir la propriete suivante dont on avait reporte la demons- 
tration au §S] : 

Lemme 5. A (affirmation du Lemme I3.4f> . — L'homologie du dg-module 

L n {r,a) = K{b z ,Qt^t{x.,-)) 

associe au diagramme ponctuel b a et au diagramme de Yoneda ^ p *(t, — ) est triviale 
lorsque r ^ a. 

Ce lemme generalise le resultat obtenu dans [l9| pour le diagramme ponctuel bi n 
associe a un arbre tronc i n . On suit le meme plan de demonstration. On devra cepen- 
dant introduire des notions ad hoc pour travailler avec diagrammes ponctuels b T 
associes a des arbres quelconques r et des morphismes u : t — > a susceptibles 
d'entremeler les composantes de r de facon compliquee. 

On commence par reprendre les definitions pour analyser la structure du dg- 
module £ n (r,a). 

5.1. La definition du complexe L n (r,a). — Le dg-module 

L n (T,2.) = K(b„,nTMT(z,-)) 

est engendre en degre d par les tenseurs {v }(S>{w} associes aux couples de morphismes 
composables g_<c- 9<^- r tels que deg(w) = d, avec la differentielle 

d{{v} ® {w}) = ^2 ±{a}<8>{^}. 

v—ab 
deg b—1 

La somme s'etend sur l'ensemble des decompositions v = ab telles que deg b = 1. 
Le facteur {w} represcntc, dans la definition du £12.31 un element du diagramme de 
Yoneda n^(r,-). 

On suppose dans la suite de cette etude que les elements de Inr sont en bijection 
avec un ensemble source e muni d'un degre interne qui s'ajoute a la graduation du 
complexe L n (r , a) telle qu'on l'a definie. On applique aussi la generalisation, mcn- 
tionnee au H2.21 de la definition du signe sgn(£>) associe a un morphisme de degre f 
dans la formule de la differentielle de L n (r , a) . 
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Le complexe L n (z,(z) possede un scindage naturel 

L n (r,a)= (J) L n (z,a) u 

pour des sous-complexes L n {x_,a) u , u e Mor^ep. (r, a), engendres par les tenseurs 
{v} <g> {w} tels que vw = u. 

5.2. Une suite spectrale. — L'idee consiste a munir L n (z,Q_) u de la filtration 
= F L n (z, q) u C • • • C F d L n (T,a) u C • • • C colimF d L n (T,a) u = L n (z,a) u 

d 

dont le terme FdL n (T,a_) u est constitue des facteurs k{v} <S> k{w} associes a un objet 

milieu 8 = {d — ^ • • • f- 2 - d n } tel que di + ■ ■ ■ + d n -i < d. 

La diffcrcnticllc d° de la suite spectrale definic par ccttc filtration sc rcduit aux 
termes 

d°({v}®{w})= ±{a}®{bow} 

v—abo 

associes aux decompositions v = ab telles que, dans la representation graphique 
des objets de f2^ pl , le morphisme bo : 9 — > p fixe le nombre de sommets de niveau 
i > 0. Dans la description du tj2.ll ces morphismes bo sont donnes par la fusion de 
deux sommets consecutifs de niveau 0, representee schematiquement dans la Figure[7] 
L'etiquetage des feuilles nous permet, d'apres les observations du i jl.2[ de representer 
l'application induite par 6q sur les ensembles sources des arbres. 



k I kl 




Figure 7. 

On considere, comme dans [19j, Proposition 4.7], le foncteur de troncature tr : 
S!^" — > Q £ n\ defini sur les objets par l'operation 

On dit qu'un tenseur {v} (g) {w} couvre une decomposition tronqucc tru = vw si on 
a tri) — v et trw = w. 

La differentielle d° preservant la structure aux niveaux > 0, on obtient : 

Observation 5.3. — Le module L n (r, a) t ru =vw engendre par les tenseurs {v}>S>{w} 
tels que u = vw couvre une decomposition tronquee donnee tr u — vw definit un sous- 
complexe de E°L n (T 1 a) u , de sorte que E°L n (T,a) u admet un scindage : 

E°L n (T,a) u = ^ {L n (z, a)tru=vw,d°). 

tr u—vw 

On analyse la definition des decompositions u = vw dans le prochain paragraphe 
en vue d'obtenir une identification des complexes {L n (zi<l)tru=vwi d°). 
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Figure 8. Une construction de factorisation u = vno donnant un recou- 
vrement u = vw de decomposition tronquee tru = vw. Les expressions 
•fc — *k representent les intervalles de sommets fusionnes sur les differents 
elements = xq £ Sg par l'application u : tg — y s . 

5.4- Troncature et recouvrement. — On se donne un morphisme 

{Jo —> > In] ->Wo~^ > S„} 

et une decomposition tru = vw de tru dans la categorie £1^1 1- Cette decomposition 
est definie par le squelette solide d'un diagramme de la forme : 




On considere l'ensemble des applications pointillees qui peuvent completer un tel 
diagramme definissant alors une decomposition u = v w du morphisme u dans f2^ pl . 
L'application ir : t — > d suffit a determiner toutes les autres puisque les applications 
du diagramme sont supposees surjectives par definition de fi^ pl . 

On pourra s'aider de la Figure [5] pour suivre la construction de la factorisation 

U = VTTq. 

L'application wti envoie les fibres r{~ (zi) C t des sommets z\ € w~ l (yi) sur 
yi, pour chaque yi € d 1 . La factorisation wti — 9ittq revient a la donnee d'une 
concatenation d'ensembles ordonnes d = U yi6di d (yi), qui representent les fibres 

d (yi) = 9^ 1 {y 1 ) de l'application 9i, et d'applications surjectives 
(*) ^o: [J Tf^O^doO/x) 

z 1 £w~ 1 (y 1 ) 

qui representent la restriction de ttq a chaque groupe de composantes associe a un 
element y\ £ dj. Ces applications doivent aussi preserver l'ordre sur chaque fibre 
t^ 1 (zi) par definition de la categorie Dans la Figure HI on a represente la fibre 

d-o(j/i) — ^r 1 (?/i) d'un seul point j/i £ d x et les fibres t 1 ~ 1 (zi) des sommets Z\ G tj qui 
sont envoyes sur ce point y\, 

L'existence d'une factorisation u = vttq impose la relation supplementaire u(k) < 
u(l) =>■ Tto(k) < tto(I) pour chaque paire {A;,^} sur un meme groupe de composantes 
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Uziew _1 (3/i) r i ( Zl ) car ^ es applications v doivent egalement etre croissantes sur les 
fibres. On a aussi u{k) ^= u(l) => 7i"o(fc) ^ 7To(/). On note que w~ 1 (a;o)nr 1 _1 (21) dcfinit 
un sous-intervalle de r-f (21) C t , pour tout xq G s , puisque I'application u est aussi 
supposee croissante sur chaque fibre r-f (zi), zi £ t x . Dans la Figure[51 on a represente 
l'image inverse des elements = xo G erf (iCi) dans la fibre du sommet y\ et des 
sommets Zi par des intervalles m k —u k qui, d'apres les observations de ce paragraphe, se 
doivent d'etre agences selon I'ordre de l'ensemble image {»i, ...,•;} = crj~ (zi) C s . 
L'application ttq est done constitute d'un assemblage de surjections 

•fc — n • • • n »fc — »k — ^> »fc — »fc 

preservant I'ordre sur chaque intervalle — du domaine. 

In fine, on conclut de notre analyse que l'application ttq : t — ¥ d s'inserant 
dans une factorisation u = vw est entierement determinee par la donnee d'ensembles 
ordonnes d. (:co, y\), Xq 6 s , yi G t 1; qui representeront les images inverses v~ 1 (xq) Pi 
^r 1 (2/i) dans l es fibres des sommets yi G t x , et d'applications surjectives 

(**) tto : ]J u- x (x )Dt^ 1 (zi) -^dQ(x ,yi) 

preservant I'ordre sur chaque composante u^ 1 (xq) Pi rf (zi). L'ensemble ordonne 
d est alors defini par la concatenation d = U^=i {LLca =1 -o( x o> Hi)} dans I'ordre 
indique par la somme. L'application t:q : t — > d est formee de la somme des 
surjections que Ton s'est donnees (**), avec une permutation de battage provenant 
de l'ordonnancement de la somme dans la definition de d . L'application v : d — > s 
est determinee par I'identite v~ 1 (xq) — Yi yi ed do( x Otyi), pour chaque xq G s , et 
l'application Q\ : d — > d 1 par I'identite 6'j~ 1 (j/i) = U 2 , neSf d (xo, yi), pour chaque yi G 
d 1 . Dans la Figure [51 le domaine d (xo,yi) associe au point = xo est represente 
par l'intervalle »k — *k au dessus de y\, les intervalles — au dessus des differents 
z\ representant les images inverses u^ 1 {xq) PI t^ 1 {z\) dans les fibres des differents 
sommets z\ G t 1 . 

On a suppose au depart que le domaine t — Inr est en bijection avec un ensemble 
d'entrees donne e. On va identifier chaque e G e au point correspondant de t pour 
simplifier l'ecriture des relations qui vont suivre. On forme, pour chaque couple 
(xo,yi) G s x dj, le produit tensoriel d'algebres associatives libres 

Ax QVl = k(X e ,e G u^ixo) nrf 1 ^)) 

z 1 ew- 1 (y 1 ) 

sur des variables X e de degre deg(e), pour chaque e G e. On considere la construction 
bar B{A XoVl ) de chacune de ces algebres graduees. Pour la decomposition tronquee 
tru — vw de la Figure [9j on obtient ainsi les algebres 

A x i v i =k(X ei ,X e2 ) ®k(X ea ), A x 2 y i =k(X fl ), 

et A x i y 2=k(X eA ,X e5 ), A x 2 y 2 = k(Xf 2 ). 
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ei e 2 e 3 /i e 4 e 5 /2 7r eie 3 e 2 /i e 4 e 5 / 2 v ei...e 5 /i 




Figure 9. Un exemple de decomposition u = vw. 



On n'utilisera pas le produit tensoriel, que Ton reserve pour la notation du complexe 
bar B(A Xoyi ), mais un simple • dans l'expression des elements de A Xoyi . On peut en 
fait identifier A Xoyi a l'algebre engendree par les variables X e , e e u^ 1 (xq) flrf^zi), 
z\ g w~ 1 (yi) 1 avec les relations de commutations X ei ■ X e2 — X e2 ■ X ei , lorsque les 
variables X ei et X e2 appartiennent a des groupements u^ 1 (xo) H r-f (zi) differents. 

Le complexe B{A Xoyi ) possede un facteur direct B(A XoVl ) sh qui est engendre par 
les tenseurs ai © • • • © ay g ^f d yi tels que : 

- le monome a = ot\ ■ . . . ■ aa obtenu par concatenation des facteurs cti est de 
degre 1 en chaque variable X e , pour tout e g u _1 (xo) flr-f^zi), zi e 

- les variables X e associees aux indices e £ u (xq) PI r-j" (zi), pour un element 
z\ 6 w~ x (jji) fixe, apparaissent dans l'ordre des indices u~ 1 (xq) flr^ (zi) C t 
dans le monome a. 

Dans notre exemple, on obtient pour B(A x i y i) sh un complexe de la forme : 

k X ei © X e2 © X e3 © k X ei (g) X e3 © X e2 © k X e3 © X ei © X e2 

v v ' 

deg=3 

kX ei X e2 © X e3 ffikX ei l e3 © X e . 2 @ kX es X ei © X e2 
A ©kI ei 8l e2 A" e3 9k X ei © -X"e 3 X e2 ®kl e3 ®I ei X £2 

s v / 

dcg=2 

— > k X ei X e . 2 X e3 © k X ei X e3 X &2 © k X e3 X ei X e2 . 

s ^ 

dcg=l 

On observe : 

Observation 5.5. — La donnee de la surjection (**) au §5.^[ pour un couple 
{xoiUi) fi x &} revient a la donnee d'un tenseur ± ®fcGd (K ,ai) afc ^ e B{A XoVl ) sh , les 
monomes ctk € A Xo3/1 , fc g d.o(£Ojyi); associes a une surjection ttq etant determines 
par les indices des images inverses ttq (k) C e. 

Cette correspondance fait implicitement appel a une permutation d' elements gra- 
dues, associes aux entrees e G e. Le signe qui apparait dans l'expression de notre 
tenseur est produit par cette permutation. 

Par exemple, pour la surjection ttq de la Figure on obtient les tenseurs 

X ei X e3 © X e2 g B{A xlvl y h , x h e B{A xhl y h , 

et X e4 ®X e , g B(A xhyl ) sh , X h g B{A xlvl ) sh . 
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L'article [19( utilise une representation differente, en termes de posets, des surjec- 
tions (**) du H5.4I L 'interpretation en termes de tenseurs dans le complexe bar nous 
permet de gerer les signes qui interviennent dans les differentielles de fagon automa- 
tique. 

On a maintenant : 

Observation 5.6. — La differentielle d°{{v}®{w}) = Y^v=ab s S n (^o) • {a} ® {bow} 
du complexe (L n (T,a) t ru=vw,d°) s'identifie a la differentielle du produit tensoriel des 
complexes B(A XaVl ) sh , de sorte que Von a une identite : 

(L n (T,a)tru=vw, d°) = B(A XoVl ) sh . 

(x a ,yi)es a x d t 

On sait que la construction bar (reduite) d'une algebre associative libre A = 
HY f ,f ef) verifie 

ff,(S(4)) = 0k{r}}, 
/ef 

pour des classes {Yf} placees en degre deg(/) + 1 (voir par exemple [2(1 §3.1]). On 
en deduit, en appliquant la formule de Kiinneth (voir [2jJ, §X.7]) 

H*(B(A Xoyi )) = (g) H,(B(k(X e ,eeu- 1 (x )r\r^ 1 (z 1 )))) 

z 1 ew- 1 (y 1 ) 

que le complexe B(A Xoyi ) sh est acyclique, sauf lorsque u _1 (a;o) n Tq 1 {z 1 ) est reduit 
a un seul element pour tout z\, auquel cas on obtient H 1t (B{A Xoyi )) = k. 

Dans le prochain paragraphe, on introduit une nouvelle notion - la notion de 
morphisme injectif fibre a fibre au niveau - pour appliquer ce resultat au com- 
plexe (L n (z,a) 

tr u—vw •, 

d°). 

5.7. Une construction de cycles au niveau E° de la suite spectrale. — On dit qu'un 
morphisme u : r —} a est injectif fibre a fibre au niveau si l'application 

induite par u : t — > s est injective pour tout z\ G t 1 . La Figure ITU1 donne un exemple 
de tel morphisme. Rappelons que l'etiquetage des feuilles permet, d'apres les obser- 
vations du m.2[ de determiner completement le morphisme u par sa representation 
graphique (en utilisant les etiquettes comme des variables muettes). La condition 
d'injectivite de ce paragraphe revient a assurer que it -1 (:ro) H (z\) est reduit 
a un seul element pour tout z\ £ t[. On a done, d'apres les remarques suivant 
1' Observation 15 .61 : 

Lemme 5.8. — Pour toute decomposition tronquee tru = vw, on a la relation 
H*(E L n (T, a) tr u=vw i d°) = k lorsque le morphisme u est injectif fibre a fibre au 
niveau et H*(E°L n (T,a)tru=vw,d°) = sinon. □ 
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Figure 10. 
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Figure 11. 



On applique la definition de risomorphisme de Kiinneth (voir [2l|, §X.7] ou 0, 
§4.2]) pour obtenir des representants des classes de 

E l L n (T,a) u = H*{E°L n (T,a) u ,d°). 



On considcrc simplement l'ensemble des decompositions u — v w du ^5.41 telles que 
d.i = t et l'application ttq est bijective, pour chaque decomposition donnee tr u = vw 
dans La Figure ITTI donne un l'ensemble de ces decompositions u — vw pour 

une decomposition tronquee donnee tru — vw du morphisme de la Figure 1101 

On obtient alors : 

Lemme 5. 9. — Lorsque le morphisme u est injectif fibre a fibre au niveau 0, la 
somme Z({v} ® {w}) = J2u=vw ^{^l ® {^} sur l'ensemble des decompositions cou- 
vrant tru — vw telles que = t et ttq est bijective definit un cycle dans L n (T,g_) u . 
L'application Z : {v}<S>{w} <— ¥ Z({v}(E){w}) definit alors un isomorphisme de modules 
gradues : 

k{v}® {w} ^ H«(E°L n (T,a) u ,d ) =E 1 L n (T,a) u . □ 



Le signe ± dans la definition de Z({v} ® {w}) est determine par la permutation 
de battage 7Tq qui intervient dans la construction de w. 
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La donnee d'un representant explicite des classes des modules d'homologies E 1 = 
H^(E°L n (T,a_) u ,d°) permet d'identifier la differentielle d 1 de la suite spectrale. En 
fait, on obtient aisement : 

Lemme 5.10. — On a la relation 

d 1 Z({v} ® {id}) = ±Z({a}®{bw}) 

v—ab 
dcg b—1 

de sorte que Vapplication Z : {v} (g> {w} t-> Z({v} <£> {w}) induit un isomorphisme de 
dg-modules 

L n -i(tra, trf) tru A (E 1 L n {r, a) u , d 1 ) 
lorsque le morphisme u est injectif fibre a fibre au niveau 0. □ 

Les entrees de trr = {tj — h . . . 1„} sont en bijection avec l'ensemble des fibres 
e' = {t " 1 (zi), z\ € t 1 } de la premiere surjection der = {t . . . t n }. Pour 
que les signes de L n _x(tra, trr)t ru correspondent aux signes de la differentielle d , 
on associe a ces entrees e' — r _1 (zi) le degre 

deg(e')=#r - 1 (z 1 )+ ^ deg(fc). 

fcer _1 (zi) 

Dans cette expression, le nombre ^/=Tq 1 (zi), qui designe le cardinal de l'ensemble 
r _1 (zi), correspond, dans la representation de W2.2[ au nombre de suspensions as- 
sociees aux sommets de t " 1 (zi). 

En recapitulant les resultats obtenus, on obtient : 

Lemme 5.11. — On a E 1 L n (T,a) u = L n -i(tr a,trT_)t r u si le morphisme u est 
injectif fibre d fibre au niveau et E x L n (j_^q) u = sinon. □ 

Une recurrence immediate entraine done que l'homologie du complexe L n (T,a) u 
est triviale, sauf lorsque le morphisme u est injectif fibre a fibre a tout niveau, ce qui 
suppose u = id ct t = q_. La conclusion du Lemme 15. Al s'ensuit et ceci boucle la 
demonstration des resultats de §£[50 



Partie 2. La resolution de Koszul des la categorie des arbres elagues 

On utilise le resultat du Theoreme l3.9l pour definir un modele minimal de f^ pl dans 
le cadre differentiel gradue. On revise les applications de constructions de l'algebre 
differentielle graduee aux categories au fj6] avant de definir ce modele minimal au ij7] 

6. Intermede : constructions sur les categories enrichies en dg-modules. 

— On considere pour nos constructions une categorie dg Catx formee des petites 
categories enrichies en dg-modules (on parlera de dg-categories) avec un ensem- 
ble d'objets fixe X (dans les applications de cet article, on prendra X — Obf2f/", 
l'ensemble des arbres elagues a niveaux). Les morphismes de dg Catx sont les fonc- 
teurs de dg-categories qui sont l'identite sur l'ensemble des objets. 
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Le but de cette section est de passer en revue les applications des constructions bar 
et cobar de l'algebre differentielle graduee aux categories de dg Calx- On passe rapide- 
ment sur les demonstrations qui, pour la plupart, sont des generalisations formelles des 
arguments developpes dans le cadre des algebres. On renvoie le lecteur a l'article [14[ 
pour un expose detaille de ces arguments. On s'en rapportera egalement a la these 
|l8[ (voir plus particulierement le chapitre 5 de cette these) pour une pre sentation 
du cadre categorique permettant la generalisation des constructions de [14j . Citons 
egalement l'article 16] pour un survol des applications des dg-categories et une ample 
bibliographie sur le sujet. 

On commence par expliciter la structure interne des categories et des foncteurs 
de dg Catx- 

6.1. La structure des dg-categories avec ensemble d'objets fixe. — La structure des 
dg-categories O G dg Calx est entierement determinee par la donnee de dg-hom 
0(b, a) G dg Hod, associes aux couples (a,b) G X X X, avec des morphismes de com- 
position 



verifiant une generalisation naturcllc des axiomes d'associativite et d'unite de la com- 
position des morphismes dans les categories. La donnee des morphismes d'identite 
equivaut a la donnee d'elements unites lx G 0(x, x) tels que #(lx) = pour tout 
x G X. On utilisera egalement les notations multiplicatives usuelles a ■ /3 pour le 
produit de composition d'une dg-categorie. 

Un morphisme / : $ — > ^> de la categorie dg Catx est defini par la donnee de 
morphismes de dg-modules / : $(b, a) — > ^(b, a) preservant les morphismes d'identite 
et les structures de composition des categories. 

On supposera pour des raisons techniques que l'ensemble X est munie d'une grad- 
uation deg :^->Na l'instar de l'ensemble des arbres elagues. On considerera alors 
la sous-categorie pleine dg Cat x C dg Catx engendree par les categories O G dg Catx 
telles que 0(x, x) = k l s , pour tout x G X, et 0(b, a) = pour tout couple b ^ a tel 
que deg(b) — deg(a) < 0. On dira que dg Cat x est la sous-categorie des dg-categories 
connexes de dg Catx- 

6.2. Remarques : une equivalence entre dg-categories et dg-algebres. — Si on sup- 
pose que l'ensemble X est hni, alors on a une equivalence de categories entre les dg- 
categories O G dg Catx et les dg-algebres sur l'anneau commutatif kx = k[l x ,x G X] 
engendre comme k-module par des idempotents orthogonaux 1^, x G X, de sorte que : 



On considere d'abord la categorie dg Grx des dg-graphes sur X dont les objets 
sont les collections de dg-modules r(b, a) indexees par les couples (b, a) G X x X. On 
a, lorsque X est fini, une equivalence de categories de dg Grx dans la categorie des 



e(x,a)<g>e(b,x) A9(b,a) 



et des morphismes d'identite 



k A9(x,x) 
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k^-bimodules qui a un dg-graphe V associe le dg-module 

r x = r(b,a), 

(b,a)€AT x X 

muni de la structure de k^-bimodule telle que 

L(b,a) = U-T X - lb. 

Le produit tensoriel de k^-bimodules au dessus de k x verifie N ®t x M — ® xeX {N • 
lx) ® (lx • M) de sorte que pour les k^-bimodules associes a des dg-graphes T, A e 
dg Gr x , on a la relation 

(*) l a ' (I* ®t x A x ) • lb = T(x, a) ® A(b,x). 

La dg-algebre associee a une categorie O est definie par le k^-bimodule Q x associe 
au dg-graphe sous-jacent a <d, muni du morphisme unite r\ : k. x — > &x donne par la 
somme des morphismes identite de 0, et du morphisme produit fj, : @x®k x &x ®x 
induit composante par composante par les morphismes de composition de 0. 

On utilisera cette correspondance de fagon heuristique pour transcrire des con- 
structions de l'algebre differentielle graduee dans le cadre des categories, sans sup- 
poser necessairement X fini. Le principe general consiste simplcment a remplacer le 
produit tensoriel (E>t x par son developpement (*) pour former l'analogue catcgorique 
des constructions usuelles. On utilisera dans la suite la notation ®x pour designer le 
produit tensoriel (*) de dg-graphes sur X . 

6.3. Sur les dg- categories libres. — Le foncteur d'oubli U : dg Cat x — > dg Gr x qui 
applique une dg-categorie sur son dg-graphe sous-jacent possede ainsi un adjoint a 
gauche, le foncteur objet libre F : dg Gr x — > dg Cat x , qui applique un dg-graphe T 
sur la dg-categorie telle que : 

J ? (r)(b,a)= r(x 1 ,aj®r(x 2 ,xj®---®r(b,x ro _ 1 ). 

(b,x m _i,---,Xi,a) 
m>0 

La sommation s'etend sur l'ensemble des collections 

(x m ,...,x ) e Xx ■■■ x X, m>0, 

telles que x m — b et x — a. Lorsque b^a, ces conditions entrainent m > 0. Lorsque 
b = a, on peut avoir m = avec un produit tensoriel associe d'ordre nul retournant 
done le dg-module unite k G dgMod. Le morphisme de composition de F(T) est 
donne par la concatenation des tenseurs. Le morphisme d'identite de F(T) est donne 
par l'inclusion des tenseurs d'ordre m — dans le developpement des hom-objets 

nr)(x,x). 

On a aussi un morphisme de dg-graphes i] : T — > F(T) qui identifie L(b, a) au 
facteur de F(r)(b, a) constitue des tenseurs d'ordre m = 1. On peut ainsi identifier 
r a un sous-objet de F(Y). 
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6.4- Homomorphismes de torsion de dg-categories. — On se donne maintenant une 
dg-categorie £ dg Catx- On dit qu'une collection d'homomorphismes d : 0(b, a) — >• 
O (b , a) definit une derivation de O si on a la relation 

(*) d(a • 0) = (8a) ■ p + ±a ■ (5/3), 

pour tout couple d'elements composables a £ ©(x,a), (3 £ 0(b,x), le signe ± 
provenant de la commutation de l'homomorphisme d avec l'element /3. On note que 
la relation (*) entraine automatiquement que les elements unites lx 6 0(x,x) sont 
annules par d. 

On dit qu'une derivation constitute d'homomorphismes de torsion d : 0(b, a) — > 
8(b,a) est une derivation de torsion de O. La relation de derivation (*) entraine 
que les morphismes de compositions et les morphismes d'identites de O induisent des 
morphismes de dg-modules sur les dg-modules tordus (0(b, a), d). Par consequent, la 
collection de dg-modules tordus associee a une derivation de torsion (0(b, a), d), que 
Ton designera par la donnee du couple (6,9), herite d'une structure de dg-categorie. 

6.5. Sur les dg-categories quasi-libres. — On a defini la dg-categorie libre F(T) as- 
sociee a un dg-graphe T au ^6.31 Une dg-categorie quasi-libre est une dg-categorie 
tordue (^(r), d) associee a une dg-categorie libre F(T). 

La dg-categorie libre F(T) est, d'apres la definition du £16.31 engendree comme 
dg-module par des tenseurs 

(*) on ® •■• ®o! m e r(x!,x ) ® ■ • • ® r(x m ,x m _i). 

Le dg-graphe L s'identifie au facteur direct de F(T) engendre par les tenseurs d'ordre 1. 
Lc morphisme d'inclusion L c .F(r) s'identifie au morphismc universel de la dg- 
categorie libre. Les tenseurs (*) representent en fait la composition des elements at 
dans F(T). Les tenseurs (*) d'ordre m > 1 engendrent le dg-graphe DecF(T) C F(T) 
des elements decomposables de F(T). 

Une derivation de torsion sur une dg-categorie libre d : F(T) — > F(T) est done 
determined par sa restriction au dg-graphe T C F(T) puisque la relation de derivation 
du tj6.4l entraine que Ton a l'identite 

m 

9(ai ® • • • <g> a m ) = ^2 ±a>i ■ d(ati) ■ . . . • a m 

i=l 

pour une telle composition d'elements. 

Le morphisme de dg-categories <pf : F(T) —> O associe a un morphisme de dg- 
graphes / : L — > O par la relation d'adjonction de l'objet libre se determine par la 
formule 

0/(ai ® • • • ® a m ) = f(ai) ■ f(a m ) 

pour un element compose de F (T). Le morphisme / : T — > O represente en fait la 
restriction de 0/ au dg-graphe T C F(T). 

On etend la definition de <pf aux homomorphismes / de degre pour construire les 
morphismes sur une dg-categorie quasi-libre. On constate aisement que l'homomor- 
phisme 4>f : (F(T),d) — > O associe a un homomorphisme de dg-graphes / : L — > 9 
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(de degre 0) definit un morphisme de dg-categories si et seulement si on a la relation 

(**) 8f{a)-f{5a) = 4> f {d{a)) 

pour tout generateur a £ Y. 

On reprend maintenant la definition de la construction cobar de [l4| . On utilisera 
l'extension naturelle aux dg-graphes de l'operation de suspension des dg-modules EC 
dont la definition est rappelee au ainsi que l'operation inverse de desuspension 
Tr l C. 

6.6. La construction cobar appliquee aux dg-cocategories. — La construction cobar 
est un foncteur qui applique une dg-cocategorie sur une dg-categorie quasi-libre. Les 
dg-cocategories sont les structures qui lorsque X est fini correspondent aux cogebres 
augmentees sur dans le dictionnaire du ^6.21 

Une dg-cocategorie consiste en general en la donnee d'un dg-graphe Y muni de 
morphismes de diagonale 

A. 

ct de morphismes d'augmentation 



r(b, a) A> T(x,a) ® T(b,x) 



r(x,x) A k 

satisfaisant les duaux naturels des relations d'associativite et d'unite des dg-categories. 

On ne considerera dans la suite que des dg-cocategories connexes au sens que 
r(xj2) = k, pour tout x £ X, et r(b,a) = pour tout couple b ^ a tel que deg(b) — 
deg(a) < 0. On forme alors le dg-graphe Y tel que : 



T(b,a) 



0, si b = a, 

r(b, a), sinon. 

La diagonale de Y induit un morphisme de degre —1 

E _1 f (b,a) ^> XT 1 ? (x, a) ® S" 1 ? (b,x) C F(S- 1 f)(b,a) 

qui determine une derivation d sur la dg-categorie libre F(Yi~~ T). On montre aisement 
que cette derivation est une derivation de torsion (on a en fait 5(d) — et d 2 = 0). 
La construction cobar de Y est la dg-categorie quasi-libre 

B C (Y) = (^(E- 1 ?)^) 

associee a la derivation de torsion ainsi definie. 

La construction cobar definit clairement un foncteur sur la categorie des dg-coca- 
tegories connexes. De plus : 

Proposition 6. 7. — Le morphisme de dg-categories 

B c (f) : B C (Y) -> B C {A) 
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induit par une equivalence faible de dg-cocategories connexes f : L — > A est une 
equivalence faible, pourvu que les les dg-cocategories T et A soient cofibrantes comme 
dg-graphes. 

Demonstration. — On applique l'argument spectral standard aux dg-categories. On 
observera simplement que l'hypothese de connexite assure la convergence des suites 
spectrales utilisees. □ 

6.8. La construction bar appliquee aux dg-categories. — Soit O £ dg Cat^ une dg- 
categorie connexe au sens defini au i j6.ll On forme le dg-graphe O tel que 




e(b,a) = 

La construction bar de O est un dg-graphe B(Q) defini par les produits tensoriels de 
dg-modules 

#(e)(b,a)= E6(x 1 ,aJ(8)Se(x 2) x 1 )(8)---(8)Se(b,x m _ 1 ). 

(b,x m ,2^ , a) 
m>0 

muni d'un certain homomorphisme de torsion d. Lorsquc b ^ a, la somme s'etend sur 
les collections (x , • ■ • ,x m ) telles que x, ^ x i+1 et degx i+1 — degx^ > 0, Vi, puisque 
les dg-modules 0(x i+1 ,xj ne s'annulent pas sous ces conditions seulement. On a 
alors ©(xi+i,^) = 6(x l+1 ,x i ). 

On a par convention £?(©)(x, x) = k lorsque b = a — x. On note aussi que l'on 
a S(@)(b,a) = pour tout couple b ^ a tel que deg(b) — deg(a) < 0. 

La diffcrentiellc de B(Q) est la somme de la diffcrcntielle naturclle des tenseurs, 
induite par la differentielle interne de O, et de l'homomorphisme de torsion 

d : B(0)(b,a) -> B(6)(b,a) 

tel que 

tn— 1 

d(a% ® • • • ® a m ) = ±{ai ® ■ ■ ■ ® (on ■ a i+ i) ® • ■ • ® a m }, 
i=i 

pour un tenseur o>x ® ■ ■ ■ ® a m £ SO(x!,Xo) ® ' ' ' ® ^9(Sni2 m _ 1 ). Le signe ± est 
determine par la commutation, avec les facteurs £ EO(x fe ,Xfc_i), & < i, du mor- 
phisme de composition de O qui, par suspension, est equivalent a un homomorphisme 
de degre —1 : 

EGfei+i.Si) <8> S6(x i+2 ,x i+1 ) A Sefe+^xJ. 

Lorsque 6 = fi^f* , on retrouve la definition utilisee au Sj2] 

6.9. La construction cobar-bar appliquee aux dg-categories. — La construction bar 
d'une dg-categorie B(Q) herite d'une diagonale 

B(©)(b,a) A 0B(e)(x,a)®B(O)(b,x) 
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definie composante par composante par les morphismes de deconcatenation 
{E0(x 1; a) <g> • • • g> Ee(b,x m _!)} 
cfl(e) 

-> {Se(x 1; a) ® • . . ® Ee(x t ,x M )} 



CB(6) 

® {se(x fc+1 , Xfe ) ® • • • ® xefex™^)} . 

V v ' 

L'identite 6(©)(x,x) = k nous donne aussi un morphisme de counite sur .6(0), de 
sorte que le dg-graphe 6(0) forme une dg-cocategorie. On note aussi que cette dg- 
cocategorie est, d'apres les observations du H6.81 connexe au sens defini au M6.6I 

On forme la construction cobar associee a 6(0). On adoptera la notation T = 6(0) 
pour le dg-graphe connexe associee a cette dg-cocategorie T — B(Q). On a alors la 
proposition suivante : 

Proposition 6.10. — 

(1) L 'homomorphisme de dg-graphes e : 6(0) — > defini par les projections sur 
les composantes tensorielles d'ordre m = 1 de 6(0) induit un morphisme de 
dg- categories : 

B c (6(0)) = ( J F(S- 1 S(0)),a) A 0. 

(2) Et le morphisme d' augmentation e : i? c (6(0)) — > ainsi defini est une equi- 
valence faible. 

Demonstration. — La demonstration de l'assertion ([T]) se reduit a une verification 
facile, laissee en exercice, de la relation (**) du ij6.5l 



On renvoie a [14|, II §4] pour une demonstration de l'assertion @ dans le cadre des 



dg-algebres. □ 

Cettte construction cobar-bar 6 C (6(0)) dcfmit ainsi un modele quasi-libre naturel 
de dans la categorie des dg-categories dg Catx- 

6.11. Categories de diagrammes associees a une dg-categorie. — La notion de dia- 
gramme sur une petite categorie possede une extension naturelle dans le cadre des 
dg-categories : un 0-diagramme covariant T : — » dg Mod consiste en la donnee 
d'une application T : X — > dg Mod qui associe un dg-module T(x) € dg Mod a chaque 
objet x € X et de morphismes de dg-modules 

0(b,a) ®T(b) ^ T(a), 

pour chaque couple d'objets (b, a) £ XxX, satisfaisant des relations d'unite et 
d'associativite standard ; la notion de O-diagramme contravariant est definie de facon 
symetrique, avec des morphismes 



ecb,a)®5(a) ^ 5(b) 



agissant en sens inverse. 
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La categorie des diagrammes (covariants) associee a 8 sera notee dg Mod e . On a une 
equivalence formelle entre la categorie des 0-diagrammes contravariants et la categorie 
des diagrammes covariants sur la dg-categorie 8 op telle que 8 op (b, a) = 8 (a, b). 

Lorsque X est fini, le dictionnaire de M6.21 donne une equivalence de categories 
entre dgMod et la categories des modules a gauche sur la dg-algebre 8^ associee a 
la dg-categorie 8 : on associe d'abord a toute collection T(x), x G X, le dg- module 
Tx = (B xe x T{z) mun i de la structure de k^-module telle que T(x) = l*-Tx ; lorsque 
T est un 8-diagramme, on a un produit &x Tx — >• Tx donne composante par 
composante par Taction de 8 sur T, qui fait de Tx un module sur Ox- On a une 
equivalence de categories analogue entre la categorie des diagrammes contravariants 
dg Mod e P et la categories des modules a droite sur 8 x ■ 

On s'interesse aux diagrammes sur une construction cobar B C (T). On section de 
la proposition suivante : 

Proposition 6.12. — 

(1) Une collection de dg-modules T(x), x G X , forme un diagramme sur la dg- 
categorie Endy G dg Catx telle que 

End T (b,a) = Hom d5Mod (T(b),r(a)). 

(2) De plus, munir la collection T(x), x G X, d'une structure de Q-diagramme 
revient a se donner un morphisme de dg- categories cj) : 8 — > Endr- 

Demonstration. — Formel. □ 

Une structure de £? c (r)-diagramme covariant sur une collection T(b), b G X, est 
done donnee par un morphisme de dg-categories i\) : B C (T) — > Endy- Les observations 
du t |6.5l montrent que ce morphisme ip = ip g est determine par sa restriction g au dg- 
graphe S _1 r, laquelle associe un homomorphisme de dg-modules a* : T(b) — > T(a) 
de degre d — 1 a chaque morphisme generateur a G T(b, a) de degre d, de telle sorte 
que Ton a la relation 

f(o,) = M«+a)W) 

dans HomdgHod(T(h), T(&)). L'homomorphismc g : S _1 r — > Endr est par adjonction 
equivalent a une collection d'homomorphismes 

T(b,a) ®T(b) ^>T(a) 

de degre —1. 

On a une observation analogue pour les _B c (r)-diagrammes contravariants car on 
constate que la categorie sous-jacente a £? c (r) op s'identifie a la construction cobar 
B c (T°p) sur le diagramme T°p tel que r°P(a,b) = r(b,a). Une structure de B c (r)- 
diagramme contravariant sur une collection S(a), a G X, est done donnee par un 
morphisme de dg-categories cf> : B c (T op ) — > Endg. L 'homomorphisme / : j^- 1 r op — > 
End^ determinant ce morphisme <p = <pf est par adjonction equivalent a une collection 
d'homomorphismes 

r(b,a)®5(a) A 5(b) 
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de degre —1. 

6.13. Complexes a coefficients associes a une construction cobar. — On se donne 
toujours un couple (S, T) tel que 5 est un diagramme contravariant et T est un 
diagramme covariant sur la dg-categorie B C (T) associee a une dg-cocategorie. On 
note 5 ®x T ®x T le produit tensoriel 

5 ®x T ®x T = 5(a) ® T(b, a) ® T(b) 

(b,a)eAf x x 

qui dans notre dictionnaire entre dg-categorie et dg-algebre correspond au produit 
tensoriel sur kx des k^-modules associes aux collections sous-jacentes des objets 5, 
r et T. Ce produit tensoriel est muni d'un homomorphisme de torsion naturel 

d : S ® x r <8> x T -> S ® x T ®x T 

defini composante par composante, pour tout couple de i3 c (r)-diagrammes (S,T), 
par rhomomorphisme compose 

5(a)®r(b,a)(8)r(b) 

^> -5(a) ® T(x, a) ® T(b,x) ® T(b) 

{ 5(x) ® T(b, x) ® T(b) } © { 5(a) ® T(x, a) ® T(x) } , 
xGX xex 

determine par la diagonale de T et Taction de T C B C (T) sur 5 et T. La relation des 
homomorphismes de torsion 6(d) + d 2 = se deduit aisement des equations du ij6.5l 
pour les morphismes <pf et <j> g . Par consequent, on a un dg- module tordu bien defini 
(5 ®;t r ®x T,d) naturellement associe a tout couple de J3 c (r)-diagrammes (5, T). 
Le complexe bar a coefficients associe a une dg-categorie connexe O s'identifie au 
complexe tordu B(S, O, T) = (S®x B(&) ®x T, d) associe a la construction bar de O. 

Le produit tensoriel au-dessus d'une petite categorie S(3qT posscdc une extension 
naturelle dans le cadre des dg-categories. On a aussi une extension naturelle des 
foncteurs Tor au diagrammes sur une dg-categorie. Le produit tensoriel 5 (S>e T 
s'identifie en fait au produit tensoriel Sx ®e x Tx des modules associes a 5 et T sur 
la dg-algebre associee a O et le foncteur Tor se determine par les methodes d'algebre 
homologique differentielle standard (on appliquera par exemple 0, §§18-20]). 

Les complexes tordus definis au £16 . 1 31 satisfont la relation 

Torf < r )(5,T) = H*{S®xT®x T,d), 

pour tout couple de _B c (r)-diagrammes dg-cofibrants (5, T), car on a une equivalence 
faible de dg-cocategories r\ : V ^> B(B C (T)) d'apres [lj, II §4], et un argument spectral 
standard nous permet de comparer le complexe (5 ®x T®%T,d) au complexe bar a 
coefficients B(S,B C (T),T) = (5 ® x B(B C {T)) ® x T,d) calculant Torf c(r) (5, T). 
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7. Construction cobar et modele minimal de la categorie des arbres 
elagues. — La construction bar B^^ 1 ) du ^ s'identifie a la construction bar de 
la categorie enrichie en Ik-modules f2^ pl vue comme une dg-categorie concentree en 
degre 0. Cette construction bar herite d'apres l'observation du N6. 91 d'une diagonale 

B(nT)(r,a) A0B(!lf)|2) ® S(fif)(r,tf), 

8 

qui en fait une dg-cocategorie connexe. Si on revient a la definition du fj^l alors cette 
diagonale est donnee par la formulc 

fc=0 

pour les generateurs de -B(f2^ pi ). 

Le dg-graphe K^O,^ 1 ) est muni, a l'instar de la construction bar B(Tt^ ri ), d'une 
diagonale coassociative 

K(n<f)(T,a) A- J*W)&<r) ® K(Or)(r^), 

qui est simplcmcnt definie par la formulc 

A{u} = {«} <g> {w} 

pour tout morphisme u : r — >• ct. On a aussi l'identite if(f2^ pi )(T, t) = k, pour tout 
re ObO^ 4 . 

La construction de Koszul -£T(f2^ pl ) forme ainsi une dg-cocategorie connexe. On 
utilise la notation V = A'(il^ pl ) pour le dg-graphe connexe associee a cette dg- 
cocategorie T = K(Sl%*). 

On peut done appliquer la construction cobar a K(Q^" / ) pour obtenir une dg- 
categorie quasi-libre 

B c (K(QT)) = (F(j:- 1 K(nT)),d) 

associee a f^ 7 ". La derivation de torsion de B c {K (Qf^ 11 )) est donnee par la formulc 

9 M = E (-i) deE "-W®M, 

u—vw 

pour tout element generateur {u} £ Klfil^*)^, a). Le signe additionel ± = (— l) de s' u 
provient de la commutation implicite d'une desuspension avec le facteur {v} £ 
K(nfP l )(9,a) dans la definition categorique de d au NG.61 

On constate immediatement que : 

Observation 7.1. — Le morphisme de dg-graphes Kffi^ 1 ) A B(ilfP l ) defini par la 
Proposition pO est un morphisme de dg-cocategories. 
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On a done, par fonctorialite de la construction cobar, un morphisme de dg- 
categories 

qui, par composition avec l'augmentation de B c (_B(f^ pi )), munit la dg-categorie 
B c (K (VL^' 1 )) d'une augmentation sur r2^ p \ On obtient, par inspection des construc- 
tions, que le morphisme d'augmentation 

e : B c (K(n e n pl )) ^ Slf 

est defini sur les generateurs du dg-graphe K(Q^ d ) par : 




sgn(u) • {u}, si degu = 1, 
0, sinon. 



Le resultat du Theoreme 13.91 entraine : 

Lemme 7.2. — Le morphisme de dg-cocategories i : K(ttfP l ) — > _B(Sl^ pl ) induit une 
equivalence faible au niveau des constructions cobar 

t* : B c {K{Sl epl )) A B c {B{Q, epi )). □ 

On en conclut : 

Theoreme 7. A. — La construction R(fl^ pl ) = B c (K (Q,^ pt )) definit un modele 
quasi-libre de f2^ pl dans la categorie des dg- categories. □ 

Ce modele quasi-libre 11(0%*") = B c (K (Vt^ 1 )) est minimal au sens que le dg-graphe 
K(ilfP l ) est muni d'une differentielle interne triviale et la differcntielle de la construc- 
tion cobar B c (K(p^)) = (F(T,^ 1 K(0^ p ' l )),d) applique les elements generateurs sur 
des elements decomposables. 

On sait que O^ 1 est engendree comme categorie par les morphismes de degre 1. La 
relation H n (B c (K (O 1 ^' 1 ))) — f2f/" entraine la propriete supplementaire suivante qui 
n'est pas apparente dans la definition du i Jl.ll : 

Corollaire. — Les relations entre morphismes de degre 1 de O epl sont engendrees 
par les identites quadratiques definies par les diagrammes des figures [^J de la 
Proposition \2.4\ 

Cette assertion, demontrcc au niveau des k- modules, reste valable pour la categorie 
ensembliste O^ 1 puisque la version enrichie en Ik-modules de Sl^ pl est definie par les 
k-modules librement engendres par les morphismes ensemblistes de Ofjj" . 

On a done, en corollaire du Theoreme 17. Al une presentation par generateurs et 
relations de QJf ! '. Le resultat de ce corollaire peut egalement se deduire, dans l'esprit 
de @, d'une identification de 0%p i avec un produit en couronne itere de categories. 

On s'interesse maintenant aux diagrammes sur la dg-categorie B c '(K (O^™)) . Les 
observations suivant la Proposition 16.121 cntrainent le resultat suivant : 
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Proposition 7.3. — 

(1) Munir une collection de dg-modules T(t), t £ ObO^ 1 , d'une structure de 
diagramme covariant sur i?(f2^ pi ) = B c (K(fl^" / )) revient a associer a tout 
morphisme u 6 Mor^epi (r, a) un homomorphisme de dg-modules de degre 
deg(u) - 1 

u* : T(r) ->■ T{a) 
de telle sorte que les equations 

*(«*) = I] (-l) dcg " 

1Z— vw 

sont satisfaites dans Homd sMod (T(r), T(<t)) 7 la somme s'etendant sur 
V ensemble des decompositions u — vw dans la categorie f2^ pl . 

(2) Symetriquement, munir une collection de dg-modules S(t), t £ ObQ^™, d'une 
structure de diagramme contravariant sur i?(f2^ pl ) revient a associer a tout 
morphisme u € Mor^epi (r, a) un homomorphisme de dg-modules de degre 
deg(w) - 1 

u* : S(a) -¥ S(t) 
de telle sorte que les equations 

S(u*) = {-l) dcsv -w*v* 

u—vw 

sont satisfaites dans Horn d g Mod(S(gi), S(t)). □ 

7.4- Construction cobar de la construction de Koszul et complexes a coefficients. - 
On a defini au §gHdes complexes a coefficients B(S,n e n P\T) et K{S,n e v\T) tels 
que 

H4K(S,^P\T)) = H,(B{S,n^\T)) = Tor?""* (S, T) , 

pour tout couple de f^ pl -diagrammes dg-cofibrants. 

Le complexe B(S, f^ pl , T) utilise aux §33H s'identifie au complexe tordu associe 
a la dg-cocategorie T = B{Vt^ i ) dans le iOS Le complexe K(S,Vt e P\T) s'identifie 
de meme au complexe tordu du TO. 131 associe a la dg-cocategorie T = La 
construction de ^6. 131 donne done une extension des complexes a coefficients du fj3] 
aux B c (r(^ pi ))-diagrammes, pour T = B, K. Tout B c (if (fi^-diagramme herite 
d'une structure de S c (B(r2^ pl ))-diagramme par restriction de structure. On peut 
montrer par un argument spectral standard que le morphisme de dg-cocategories 
i : -FT(f2^ pl ) — > induit une equivalence faible 

pour tout couple de B c (_ft'(f2^ >i ))-diagrammes dg-cofibrants, et on en deduit 
l'existence de relations 

H*(K(S,nZ P \T)) = H*(B(S,nZ P \T)) = Torf C(K(nr)) (5,T). 

Ces identites etendent les resultats obtenus au £0] lorsque (S, T) est un couple de 
f2 ^ pl - diagr ammes . 
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Postlude : applications aux complexes bar iteres 

Le complexe bar n-itere B n {A) d'une algebre commutative A s'identifie, dans l'idee 
de 0, au complexe C*(B n (A)) = K (b n , n^,B n (A)), pour un Q^'-diagramme 
B_ n (A) associe a A. On a explicitcment B_ n (A)(r) — A® In - et le morphisme u* : 
j^0inr _j_ ^® in a assoc j£ a un morphisme u : r — > a de 0^ pz effectue le produit des 
facteurs A® u ~ ( l ',ie In a;, associes aux fibres de l'application u : Inr_ — > Ing_ : 

M (g = (g) {m (g %•)}, 

oil l'application /i renvoie au produit de A 

On montre dans [l(| que la definition du complexe bar n-itere B n {A) s'etend 
aux algebres sur une _E„-operade et determine l'homologie H^ n {A) naturellemcnt 
associee a cette categorie d'algebre. Ce complexe bar n-itere est defini par un dg- 
module tordu B n (A) — (T n (A),d) pour un foncteur sous-jacent de la forme T n (A) = 
® r A® In - : avec un decalage en degre implicite donne par l'insertion de suspensions 
sur les sommets de r. 

On fixe une -E^-operade, soit E„. Si on reprend soigneusement la construction 
effective de l'homomorphisme de torsion de B n (A), telle qu'elle est donnee dans [13, 
§A.13], alors on constate que cet homomorphisme d : T n (A) — > T n (A) possede une 
composante d u : A® In - — >• A® In -, associee a chaque morphisme u : r —J- g_ de £l n pi , 
qui est donnee par une expression de la forme 

du{ (g a } ) = (g {vr 4 ( (g a,)}, 

oil les applications Hi renvoient a des operations de l'operade E„. On comprend en 
outre que l'equation donnee dans [lol §A.13] s'interprete comme une relation 5{d u ) = 
^j U=vw d v d w dans \lou\d g nod.{A® Inz , A® In -). On en conclut, par application de la 
Proposition 17.31 et de la definition du ^6.131 : 

- la collection de dg- modules B_ n (A)(r) = A® In - associee a une E„-algebre A 
herite d'une structure de B C (K (fi^^-diagramme telle que u* = d u donne 
Taction des elements generateurs {u} G K^^ 1 ) sur S"(yl), 

- le complexe bar itere associe a A s'identifie au complexe de Koszul 
K(b n ,n e n P\B n {A)) associe a ce B c (X(^fP i ))-diagramme B n (A), pour toutc 
E n -algebre A. 

On note que le diagramme B^(A) est dg-cofibrant des lors que la E„-algebre A est 
cofibrante comme dg-module. On obtient done par la generalisation du Theoreme l4.AI 
etablie au JO] : 

Theoreme A. — On a les identites : 

H*(B n (A)) = H*{K(b n , B n (A))) = Torf C{K{n ' r)) (b n , B n (A)) 
pour toute E n -algebre A qui est cofibrante comme dg-module. □ 

Ce theoreme donne la generalisation du resultat principal de (lij aux algebres sur 
une operade E n . 
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On deduit ensuite du theoreme principal de [10( : 

Theoreme B. — On a I'identite : 

Hf n (A) = Torf {K{nT) \b n ,B n {A)) 

pour toute E n -algebre A qui est cofibrante comme dg-module. □ 

Remarque. — La relation du Theoreme [B] suppose que le foncteur Tor s'annule en 
degre * > lorsque A est une E„-algebre libre A = E n (C). La demonstration de 
l'acyclicite de B n (E n (C)) dans 0, §8] fait appel a une operation de Browder in- 
tervenant dans la composante d : A® ™-™ — >• A® 7 ™-™ de la differentielle de B n (A) 
associee au morphisme : 




— > 



(les notations y et i n reprennent la forme de ces arbres). Ce morphisme doit done 
agir par une operation de degre * > pour que le diagramme B_ n (A) donne le bon 
resultat. Ceci donne une obstruction a avoir une action stricte de la categorie f2f/" 
sur la collection A® Inz , r € Obfl^ 1 , lorsqu'on etend la construction aux algebres sur 
une -EVj-operade. 
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